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东 书 是 日 本 省 波 书 店 出 版 的 现代 应用 数 举 从 书 之 一 的 中 宕 
本 。 全 书 共 五 窜 , 第 一 章 上 测度 论 的 驶 点 分 知 了 概 标 葵 的 基本 
梯 念 ,第 二 童 叙 进 可 加 过 程 和 可 加 叙 列 的 一 般 班 哈 , 第 三 章 卫 述 
在 多 过 程 的 基础 理论 ,这 四 、 五 剧 为 Markof 社 程 ,把 基础 部 分 
放 在 第 四 章 , 而 把 关于 扩散 的 一 些 现代 理 粒 和 方法 放 太 第 五 章 。 
为 了 便于 裔 者 时 Marko 过程 的 了 了解 , 书 未 另 附 一 往 olmo- 
goro 芷 的“ 竹 率 维 的 解析 方法 ”作为 附录 。 永 忆 可 供 识 儒学 校 数 
学 系 物理 系 师 生发 工程 师 作 参 考 。 
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出 版 说 明 


这 一 套 书 是 根据 日 本 尝 波 书店 出 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 " 翻 
泽 而 成 。 日 交 原 书 共 15 具 60 册 , 分 成 A、B 两 租 , 各 入 有 序号 。 
现在 把 源 玉 同一 题目 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并 , 整理 成 40 种 ， 
不 另 分 粗大 号 ,陆续 翻 瑟 出 版 。 

这 穴 书 涉及 的 面 很 广 ,其 内 容 者 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 贿 考 价值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比较 主 窜 ,而 叙述 扼要 , 籍 
幅 不 多 ,有 利于 茂 省 以 较 短 时 各 掌握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 僚 书 的 革 些 呢 点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ,但 其 方法 可 供 穴 考 。 
因此 , 釉 译 出 版 这 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 煞 的 。 

由 于 日 文 原 书 是 1957 年 超 以 讲座 形式 陆 秆 出 版 的 ,写作 时 间 
和 篇 辐 的 限制 不 可 避 有 台地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
能 生 减 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 洋 本 中 , 特 请 屋 洗 或 校 辆 者 炎 号 序 
或 后 记 ; 以 介 稻 有关 学 科 的 最 近 上 发 展 状况 ,并 对 斧 书 内 容 作 一 些 评 
价 , 提出 一 些 看 法 , 结合 我 国情 观 补 充 -一 些 瞧 料 文献 , 在 文 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 方 添 加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 鱼 
训 。 和 希望 这 些 工作 能 对 庐 者 有 所 帮助 。 

承担 秋 语 和 校 奖 的 同志 ,为 提高 书 糖 的 质量 付出 了 巨大 劳动 ， 
在 此 特 玫 以 职 侈 的 谢意 。 

次 邮 访 者 对 本 书 提 出 批评 和 次 见 。 


七海 科学 技术 出 版 社 


少 省 后 


本 书 是 根据 仇 芯 清 著 “ 确 卒 过 程 ” 1 和 II 蛮 涌 的 。 伊 芯 的 原 
著 是 日 本 兰 波 书店 从 1957 年 起 巡 粮 出 版 的 一 套 “ 涡 波 讲座 ”现代 
应 用 数学 ” 茶 础 吞 中 的 两 本 。 

随机 过 程 是 概率 座 的 一 个 主要 各 碾 部 分 ， 它 的 研究 与 现代 和 
学 技术 有 密切 的 关系 。 本 韦 以 不 大 的 篇 幅 用 简练 的 笔法 对 随机 过 
程 花 的 几 个 主要 方面 和 一 些 最 新 成 就 作 了 精练 和 严格 的 兰 进 。 对 
于 具有 初步 概论 论 和 汽 疯 分 析 知 翼 的 访 者 来 说 ;通过 这 一 本 书 ,可 
以 较 快 地 掌握 现代 随机 过 程 的 基本 理 芥 和 发 展 磊 向 。 


本 书 的 翻 竣 工作 是 在 E. B. [IanHEHH 教授 的 鼓励 和 当时 中 国 


科学 院 数 学 研究 所 概 雁 论 租 双 体 同志 的 大 力 支撑 下 进行 的 。1958 
年 春天 ， E. B. Xanexad 教授 米 我 国 讲学 , 他 通过 讲 省 的 介绍 了 和 
到 原 书 的 内 容 后 ， 非 常 称 寻 ， 首 建议 早日 把 它 翻 译 出 来 (amggr 
教授 回国 后 在 苏联 亦 和 炽 了 初 壕 ， 在 他 的 指导 下 本 书 的 俄 守 本 第 
一 册 已 于 1961 年 出 版 )。 本 这 稿 是 在 1958 年 6 月 底 完 成 的 ,其 中 
第 4 章 的 前 九 节 为 余 潜 修 先 竺 所 六 。 随 后 波 稿 一 直流 传 于 北京 大 
学 , 复 日 大 学 和 南开 大 学 ,作为 专门 化 的 参考 教材 。 这 次 承 复 日 大 
学 郑 绍 渡 疝 老 和 南开 大 学 王 梓 坤 同志 分 别 整 理 前 三 党 和 后 两 章 ， 
大 由 郑 铝 澜 同 韦 芍 一 校订 。 校 样 裤 出 后 ， 到 考 重新 校 并 了 一 速 , 根 
据 原 文 叉 作 了 一 些 修正 。 

本 书 的 出 版 ， 是 与 上 列 许 多 同志 的 帮助 分 不 开 的 。 姜 者 在 此 
对 他 个 表示 深切 的 戌 谢 。 


刘 于 源 1961 伞 4 月 北 训 
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第 1 剖 基本 概念 . 


$ 1 测度 论 观 点 下 的 概 牵 论 (1) 直观 的 缘 景 


“假设 甲乙 二 人 所 钱币 ,以 先 禾 出 正面 者 为 胜 。 现 在 斌 坟 甲 党 
邱 而 来 考虑 下 列 问 题 : 
(i) 甲 胜 的 概率 是 多 少 ; 
“( 训 站 到 决定 胜 负 为 止 所 所 的 平均 次 数 是 多 少 ? 
首先 ,观察 这 种 比赛 , 它 可 能 馆 现 哪些 结果 。 者 以 0 表示 毛 出 正 
面 ,UU 表示 桥 出 反面 ,出 可 能 产生 的 桔 果 为 
< 一 人 
| os 一 LO | 
| ws= UUO | z 
ts (LD 


各 和 


ol 是 甲 先 壮 出 正面 而 粘 束 比赛 的 情形 ,os 是 甲 挪 出 皮 面 , 乙 抑 出 
正面 而 千 束 比 赛 的 情形 。o,-: 是 直到 第 n 一 1 欢 为 止 二 人 都 苑 出 
反面 ,在 第 砍 才 拖 出 正面 而 粘 束 比赛 的 情形 ,因此 可 由 % 的 奇偶 
来 决定 甲 或 者 乙 的 获胜 。 最 后 , wo 是 甲 、 乙 双方 老 是 抑 出 反面 的 
情形 ,区 时 比赛 将 无 限制 地 继 炉 下 去 。 由 于 ol, oa …,au 是 这 种 
比 守 释 过 的 各 种 样本 ,所 以 叫做 样本 点 (gaiaple point) , 其 全 体 的 
集合 侣 一 和 i， oa …， oo 就 是 做 样本 室 并 (sample space) 。 
现在 来 考 处 各 个 样本 点 的 概 计 ,第 1 次 搬出 正面 或 者 反面 ,这 
都 是 同等 可 能 的 ,所 以 ol 的 概 达 是 1/2, 而 剩 下 的 {oayos …aw。] 


第 l 章 基本 概 侈 
全体 的 概率 就 应 该 是 1/2。 又 由 同样 的 理由 ,后 者 的 概 兴 112 应 于 
均 地 分 痊 os 和 剩 下 的 {os， os po ,; 邹 各 为 14。 据 此 可 知 ， 
分 布 于 各 个 点 olyos，…e。 王 的 概率 分 别 为 工 2,1 4 1 8，…，0。 
以 卫 (w) 表 示 分 布 于 ww 上 的 概率 。 于 是 就 有 
Plw) =1/2, Plw,) =1/4, 
Plw,) =1/2", ..., P(ew,) =0, 
如 为 2 的 子 集合, 肿 分 布 于 石上 的 构 于 是 分 布 于 思 的 各 点 
Le 


( 工 .2) 


P(E)= 人 oo) 。 ( 工 . 3) 


这 样 一 来 , 就 得 到 了 一 个 第 合 酚 数 P(E) ， 这 个 集合 丽 数 叫做 柳 
座 分 布 (probapility distribution) o 

汶 次 ,湖上 外 (天 ) 的 阅 题 。 和 区 到 决定 胜 负 为 止 的 次 数 可 由 科 个 
柱 本 点 所 距 一 决定 。 殴 如 wi 时 为 ,ws 于 为 2, oo 时 为 六 这 上 各: 
是 定义 在 样本 空间 .上 的 画 数 ,以 z2(w) 来 表示 。 在 样本 空间 上 如 此 
定义 的 商 数 对 做 随机 变数 (random variable) ， 问 题 (让 就 是 
随机 姿 数 z (ww) 的 平 光 局， 下 均值 有 各 种 种 样 的 定 义 广 法 ,而 最 苗 
速 被 采用 的 是 以 下 的 所 谓 数 学 期 望 (expectation) : 


Es) 一 之 OO) 全 (oo) 一 mwP(o = Sin =2. (4.4) 


现在 糠 到 问题 人 i) 上 去 。 所谓 甲 胜 就 是 上 述 的 2 (@) 为 奇数 的 声 
合 ;因此 可 用 条 件 “z(w) = 青 数 ”来 表示 。 这 种 可 以 由 有 关 样 本 点 
wo 的 条 件 来 表示 的 事情 就 时 做 事件 (event) 。 事件 的 概率 规定 为 
分 布 于 满足 藤 条 件 的 样本 点 全 体 的 集合 如 (这 时 做 该 事件 的 外 延 
(extension) ) 上 的 概率 P(E) .因此 


P(EB 胜 )=P(B)=S Pomn = 2 (1.8) 


iis 地 


现在 把 上 例 中 的 本 质 部 分 抽出 求 油 : 关 首先 ， 作 为 基础 的 


Ea 


#2 概率 分 布 : 


东西 就 是 命名 为 样本 空间 的 集合 0 和 它 上 面 的 概率 分 布 P， 此 
外 ,还 有 一 个 定义 在 2 上 而 称 为 随机 变数 的 画 数 @，, 它 的 数学 期 
望 由 ( 代 .4) 左 端的 等 式 来 定义 与 2 里 的 点 有 关 的 条 件 叫 做 事件 ， 
而 该 事件 的 概率 就 可 规定 为 了 对 其 外 延 且 的 秆 (8B)， 但 在 这 
种 一 般 的 场合 下 , 如 何 来 给 由 概率 分 布 就 需要 谢 渝 一 FF。 由 上 面 ， 


的 例子 可 知 ,假如 2 为 一 可 数 和 集合 ,只 要 葵 子 各 个 样本 点 的 概 深 使 


得 其 总 和 为 1， 期 就 可 由 导 .3) 葵 出 宪 的 概率 分 布 。 但 是 , 在 把 站 


” 赦 上 的 点 集 .在 面 上 的 点 集 、 以 及 更 一 般 的 ,例如 做 Brown 延 动 的 


粒子 的 各 种 各 样 的 运动 途径 的 集 色 集合 分 别 看 做 是 2 的 场合 下 ， 按照 
上 述 杆 朴素 的 广 法 就 不 可 能 痊 给 出 概率 分 布 。 然而 , 若 注意 到 概 李 分 
布 的 想法 类 似 于 质量 分 布 ， 而 后 者 的 数学 理论 就 是 测度 花 , 由 此 ， 


， 很 自然 的 可 以 裔 想 ,测度 论 也 将 适用 于 松 率 分 布 。 


正 是 基于 这 种 出 发 点 ,我 们 把 概 府 窒 构 造成 为 测 诬 论 的 形式 ,， 


因而 使 得 长 期 以 来 以 常识 或 者 直观 为 基础 ， 而 且 缺 乏 严 格 的 轴 焰 


推理 的 概率 葵 其 正成 为 数学 理 论 的 一 个 分 支 , 并 且 已 在 许多 的 应 
用 上 获得 了 有 价值 的 成 果 。 » 


av 2 概率 分 市 


网 号 为 由 三 的 子 集 所 构 抱 的 ,Borel 集合 体 。 
对 于 妨 的 元 素 ( 集 合 ) 定义 了 Lebesgue 测度 (HB) ,而 且 满 足 
P(X)=1 (2.1) 
时 ， 就 称 卫 为 六 (8B). 上 的 概率 测度 ‘(propap ty measure) 或 者 概 
这 分 布 ,或 简称 为 分 布 。 
首先 , 作为 最 简章 的 情 六 ,就 考 丰 革 为 有 限 策 合 时 的 情形 。 
全 的 元 尝 为 21, 2Z3，… ,Yr 。 这 时 通常 二 将 如 取 为 由 和 所 有 


@ ”随机 变数 的 严格 的 定义 将 在 下 面 讲 济 。 此 处 的 定义 中 适用 子 样 这 空 因 只 包 
含 可 数 个 元 素 的 情形 。~-- 一 校 省 注 | 
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的 子 第 租 万 的 集合 2r。 若 只 包含 一 个 点 的 集合 的 测度 P(w1)， 

P (oa ，…， 了 P(g) 已 葵 定 , 妈 由 测度 的 可 加 性 ,对 任意 的 加 CC 了 的 

构 这 可 以 定义 为 
P(E) =BP). (2.2) 


因此 , 在 这 样 的 场合 下 , 只 须 烙 定 点 东 数 (2) 就 可 决定 呈 率 分 布 


了 ,显然 , P(o) 应 满足 下 述 的 条 件 
Po)=0, PL)=1., (2.8) 
特别 是 当 P(z) 不依 事 于 2, 而 且 了 (2) =1/n 时 ,就 称 PP 为 一 致 分 
布 uniform distribution) @。, ， 

其 次 , 对 于 革 是 可 数 无 限 集合 的 情形 , 它 与 有 限 集合 的 情 驶 
大 臻 相同。 但 此 时 不 再 存在 一 致 分 布 了 ， 

时 是 实数 集合 天 时 , 问题 就 较 困 难 了 。 除了 个 别 的 特殊 
情况 外 , 如 不 可 能 取 为 由 BR 的 所 有 子 集 租 成 的 集合 2", 如 的 最 


自然 的 取 法 是 取 为 包含 所 有 开 集 的 最 小 Borel 集合 体 上 B1. 通常 称 


全 的 元 素 为 Borel 集合 。 分 为 到 (人 有) 上 的 概率 分 布 。 对 
ZE RR 的 任意 钊 域 0, 车 它 的 -测度 了 (0) 为 正 时 ,就 称 z 为 一 的 
负 营 点 , 而 这 样 的 点 的 全 体 的 集合 就 时 做 卫 的 鳞 蓓 者 (sapport) 。 


特别 车 卫 (2) >>0, 则 显然 了 是 一 的 负荷 点 ,对 于 这 样 的 2, 我 们 另 ， 


外 锭 写 一 个 名 称 , 吓 做 三 的 不 带 烤 点 (discontinuity point)。PP 的 
不 连续 反 的 侈 体 D 至 多 是 一 可 数 集合 。 当 了 (D)=1 时 , 称 P 为 征 
粹 不 连篇 (purely discontinuous) ,而 了 了 (D) =0 时 ,就 称 书 为 连 获 
(continuous) 。 作 为 比 连 续 稍 微 强 的 条 件 , 有 知 对 连续 (absolutely 
continuous) 的 概念 …“ 若 如 的 通常 的 Lebesgue 测度 | 妃 | =0 时 , 必 
有 P(E) ==0, 央 称 了 为 稳 对 连 种 。 这 时 忆 ` 具 有 密度 ,而 且 可 写 为 

P(E) = | fl dp. (2.4) 


EE 


四 ”也 称 为 均匀 分 布 .一 一 校 者 注 


让 


和 
了 


82 概 素芬 布 z 5 
此 处 了 (2) 应 满足 的 条 件 是 z 
(四 >0, | fds=1, (2.0) 


虽 是 连 和 纺 、 但 不 是 籽 对 连 业 的 概率 分 布 趾 做 奇异 (singular) 分 布 。 
纯粹 不 速 篇 分 布 , 稻 对 过 秆 分 布 和 奇异 分 布 是 在 Ri(B') 上 的 分 布 
中 重要 的 三 种 形状 , 而 任意 的 分 布 都 可 以 由 这 三 种 形状 的 分 布 的 
四 组 合 (convex combination ) 来 表示 。 (所谓 gx 是 cai，cs，…，ah 
的 由 租 合 ,就 是 指 能 够 号 成 5= 2 C0» ct>0, 了 = 工 的 形状 )。 这 
就 是 Lebesgue 的 分 解 定理 。 
例 1 5 分 布 (delta distribution) 8S(.;c) . 这 是 坑 粹 不 过 禹 
分 布 , 也 就 是 上 述 的 也 只 依 有 一 点 4 的 场合 。 特别 当 5=0 时 就 . 
叶 做 单位 分 布 (unitary distribution) 。 
例 2& 二 项 分 布 (binomial distribution) .Bl ;p,n) ,0<p<1, 
n 是 自然 数 。 这 是 施 粹 不 巡 续 分 布 ,也 就 是 由 D= 0, 1， 2 9 
POD = 人 2)pe- gt, gl1_p, b=0, 1, 2,..., nn (9.6) 
绽 定 的 分 布 。 因为 P 作 等 于 +g)。 展开 式 中 的 第 大 项 ， 所 以 有 
二 项 分 布 的 名 称 。 
” 例 3 Poisson 分 布 (Poisson distribution) PP(-.; A), A>0. 
这 是 犯 粹 不 过 种 分 布 , 也 就 是 由 D= {0, 1, 2，…} ， 


PO b=0,1,2,.… - (2.7) 


给 定 的 分 布 。 


例 4 正 杰 分 布 (normal disiribution) NW(. .3 4, v) , 4 是 实 
数 , o>0。 这 是 稻 对 束 标 分 布 ， 密度 由 下 式 痊 守 K 


-0 
= 一 


6 27 (2. 8) 
7 和 了 、 
例 6 Cauchy 分 布 (Oauohy distribution) oOo cd ;4, 0，4 是 
实数 "> 0 ， 这 是 想 对 速 炳 分 布 ,密度 由 下 式 答 害 ; 
b 人 ~ - 
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当 于 为 nn 杂 空间 Br 时 ,仍然 可 以 眼 于 的 场合 将 结果 推广 。 
加 与 一 维 的 情 驶 周 梯 ， 是 包含 所 有 开 集 的 最 小 Borel 染 合 体 
8"。 避 "的 元 素 叫做 Borel 集合 。 与 -上 述 一 样 ， 分 布 有 三 个 形状 ， 
并且 Lebesgue 的 分 解 定 理 成 立 。 

例 6 56 分布 56(;@) 与 一 纵 的 情况 一 样 ,不 过 @ 是 BE" 的 元 

过 而已。 : 
例 ? 和 多 项 分 布 (multinomial distribution) B(*;D,n),n 
是 自然 数 , 一 (pi, pa P,P 之 0, 允 p 一 1, 小 是 绩 粹 不 连结 
分 布 ,而 也 是 格子 点 大 = (三 ， bs, …， bin) ， Zh 一 n, hh 之 0 的 全 体 。 


Pk) 一 一 有 PY Pr, (2.10) 


例 8 正 坊 分 布 Wi, 了) ,@ 是 BE" 的 元 素 , 矿 是 对 称 正定 
( 效 义 ) 短 随 。 这 是 柜 对 连 各 的 ,其 窗 度 为 


f (1) = (2z) ? (det y) -exp| 一 到 (V (2—@), (x -oD)|}. 
v” (2.11) 
此 处 矿 (w 一 四 是 把 线性 变换 广 作用 于 矢量 之 一 人 而 得 的 ，( , ) 玫 
示 内 积 。 

如 上 所 中 ,从 -外 的 有 的 情形 可 平行 地 推广 到 m 芍 的 R" 的 
情形 , 但 是 从 mm 杂 推 ”到 无 限 移 时 却 有 本 质 . 上 的 困难 。 警 如 在 无 
限 儿 的 空间 上 ,由 于 不 存在 象 在 "的 场合 下 那样 普通 的 Lebesgue 
测度 , 所 以 不 可 能 定义 象 息 对 连续 逆 样 的 概念 。 若 分 4 为 任意 的 
策 合 ,那么 BR4 就 是 4 中 的 元 素 a 所 对 应 的 实数 上 排 成 的 TI& 公 
体 的 集合 。 游 4 是 有 限 和 集合 , 则 Rs 是 有 限 和 焰 空 间 ,但 若 4 为 无 < 
限 集 合 ,， 则 RB^ 是 无 限 锥 。 使 [E>ao 的 坐标 5, 的 映 象 时 做 记 
影 (projection) , 且 以 ,来 究 示 。 由 [>R 中 的 点 (&4, 


$32 概率 台布 ”了 
pe (a 都 不 相同 ) 的 上映 象 也 时 做 射影 ,以 purm 来 败 示 。 洲 全 
妃 o 为 n 稚 的 Borel 集合 ;由 形状 如 DR (五 m) 所 表示 的 如 4 的 子 
人 第 喜 叫做 乓 :的 Borel 柱 姥 (eylinder set) 。 若 以 B+ 走 示 包 合 
所 有 Borel 杜 和 集 的 最 小 Borel 策 合 体 ， 则 B4 的 元 素 就 叫做 及 的 
Borel 集合 。 邻 合 卫 为 RA(B4) 上 的 分 布 。 对 于 不 相同 的 a， 
op ov GE 4 定义 RB"(B") 上 的 分 布 Po 使 得 

ar (BO) = P (paro, (B®)), EWEB". (2.12) 
这 就 是 分 布 忆 的 射影。 着 虑 所 有 这 类 的 Po,, 且 全 其 生体 为 下 
旨 种 满足 王 面 所 逮 的 Kolmogoroff 的 相 窜 性 条 件 (consisteney 
ceondition) 。 
”( 区 .了 若 全 4) ， i(2) in) 为 二 2，… 5 的 排 烈 , 则 . 
Pa samam Buy X Ensy xX xX Brn) 
= Pa.a, (Bix Bax. x Br) , 

(K.2) Pao, (BD x RD = Pa sn (BD) . -. 
反之 ,对 于 满足 这 二 个 条 件 的 分 布 采 霜 ， 存在 唯一 的 一 个 RA(B4) 
上 的 分 布 ,使 得 满足 (2.12) 。 这 就 时 做 Kolmogoroff 定理 @。 

现在 , 假 腾 已 对 和 4 的 各 个 元 素 a 定义 了 忆 (B!) 上 的 分 布 P。， 

Paon = PaX Pa,X… xP。 (于 积 测度 )， (2.18) 
卓 第 = {Pwow} 满 足 上 述 的 (K.l) , (K.2) 。 因 此 ,按照 区 olmogoroff 
定理 , 可 以 由 第 定 出 R+(B4) 上 的 分 布 己 . 称 它 为 Pa, waE hi 的 
唐 积 概率 测度 (direct product prooability measure) 且 以 1 P, 
来 表示 。 显 然 卫 是 由 : 

P (pa (BVMN Ya (Ba) ON ak pi (BD )=L Pa (Bi) (2.14) 
所 玫 达 的 R+(B4) 上 的 分 布 。 同 理 P。 分 别 为 高 区 (有 限 或 者 无 


QO 要 见 4. 也. Koxworopos 闭 : 概率 险 基 本 概念 , 丁 寿 田 队 , 商 务 ，1958.-- 校 
者 法 
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限 ) 的 分 布 时 (区 数 可 以 出 a 而 变 ) 也 可 以 定义 其 直 积 概率 测度 。 


$ 3 测度 论 观 点 下 的 概 李 论 (2) ”还 辑 的 构成 
固 完 一 全 党 合 ,这 和 集合 就 时 做 样本 空间 。 在 2 上 取 一 Borel 


”集合 体 召 , 及 Q(B) 上 的 概 闪 分 布 己 , 旭 0, B, 了 P 有 一 个 总 的 名 


称 , 吓 做 2 上 的 概率 空间 (probability space) , 并 记 以 2(B, PP). 
因为 2(B, 了 P) 蚌 一 种 测度 空间 , 所 以 在 其 上 可 以 建立 
Lebesgue 的 积分 理论 。Q(B, P) 上 的 可 测 实 图 数 咱 做 随机 变数 
(random variable) 。 合 z(w) 为 随机 变数 , 则 称 
BE)=P{os(w ER}=P(W) ,BE (8.1) 
为 2 的 分 布 (distribution)。 这 就 是 已 (如) 上 的 概率 分 布 。 称 


Blo) 一 | oz(o) PCdo) (8.2) 


为 =(o) 的 数学 期 望 或 均值 (mean) 。 这 可 以 利用 z 的 分 布 写成 下 


面 的 形式 @ 四 
Ho) =| B06). (8.8) 
因为 可 测 画 数 不 一 定 是 可 积 的 ,所 以 随机 变数 的 均值 不 一 定 存 在 。 

将 阁 干 随机 变数 并 列 起 床 就 可 以 定义 随机 矢量 。 合 4 为 有 限 


或 者 无 限 集合 ， 本 4 的 各 个 元 娄 a 有 一 随机 变数 Zuko) 与 之 
对 应 。 此 时 , 若 定 


_ (0) = zl%), (8.4) 
风光 (@) 是 定义 于 人 上 而 在 1 中 取 值 的 画 数 。 和 在 
Es)E B4 一 Ww (B®) E€ B (8. 5) 


的 意义 下 为 可 测 ( 朗 使 得 在 映照 "之 下 ， 了 4 的 原 象 必 属于 局 )。 


Cg 


.加 “类 见 Paul R. Halmos 着 : 测度 论 , 王建 华 漆 , 科 学 出 版 社 ，1958， 8 9， 害 
刺 3o 一 - 核 者 汪 


$ 3 测度 论 观 点 下 的 向 率 共 (3 ) 速 辑 的 相 成 
za) 就 叶 做 随机 矢量 。 若 4 的 势 为 m, 旭 叶 做 记 锥 随机 矢量 。 
特别 是 把 二 礁 随 机 矢量 (oa (0w) »， 光 3 (0@) ) -全 碟 2 (w) 十 222 (0w) ,就 得 
复 随 机 变数 。 对 于 随机 矢量 亲 说 , 其 分 布 也 可 以 由 (8.1) 来 定义 ，- 
再 对 各 个 分 量 进行 积 分 ,就 可 以 定义 它 的 均值 矢量 。 

今 9 为 由 Rt 色 R? 内 的 映 象 , 间 且 满足 
HB)CE B?—> p51 (EB)) CC B4 (3 . 6) 
这 时 2 时 做 了 orel 可 测 (Borel measurable) 或 称 2B- 可 测 《B- 
measurable) 或 者 更 简单 地 叫做 可 测 (measurable) 。 由 随机 矢量 的 
可 测 映 象 所 产生 的 象 是 可 测 的 。 也 就 是 说 , 若 把 上 述 的 可 测 映 象 ” 
9 作用 于 取 值 于 Rt 内 的 随机 矢量 zx(w) 上 , 就 得 到 一 个 在 R? 内 
取 值 的 随机 矢量 p(x (w)) 。 这 时 p(w (%)) 的 均值 矢量 可 由 


Bp(w(o))] 一 | ,9 的 5(6) ,FG 是 vw(w) 的 分 布 (3.7) 
着 定 。 这 样 的 p(w (0%) ) 称 为 关于 w (ww) 是 可 测 的 。 

若 有 若干 随机 矢量 ws(o) , cE4, 也 可 以 把 它们 排列 起 来 定 
义 更 高 烤 的 随机 矢量 - | 
oa | (3.8) 
若 %(o) 的 分 布 是 we(oy ,a€ 4 的 分 布 的 直 积 分 布 , 蜀 称 oa(o) ， 
_aE4 为 独 址 (independent) 。 这 也 可 以 由 下 述 条 件 来 表达 : 

对 任意 不 相同 的 cy as,…， omE 4， 如 有 z ~ 

 P{w/wa, (w) € BR,, 1, 2, 1 ~ 直 Ptw ou(o) E Dm}. 


(3.9) 
设 4 一 之 4; 《直接 和 ) ,和 E4, 且 合 we(o) ,a€ 4， 为 独立 , 则 
Yo Hel), cd (8.10) 


亦 为 独立 。 又 车 合 wa ， aE€ A, 为 独立 ， 且 令 2 为 可 漳 ， 于 
Pa (Va ko) ) ICc 4， 也 为 独立 。 


二 
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若 zi(o) ,zs(o) ，…2(o) 是 独立 的 复 (或 者 实 ) 随机 变数 ,期 
Ez) p(w) = B22) EL 0) 1 BEL, (0)]. (3.11) 
这 叫做 均值 的 可 乘 性。 
z 关于 随机 变数 (或 者 矢量 ) 的 倒 列 mo) ，n 王 1, 2,… 收 伍 于 
z(w) 的 定义 有 各 种 各 样 的 方法 。 一 个 最 自然 的 方法 是 
P{o/lz (0) 一 oO) |—>0}=1, (3.12) 
此 处 | | 表示 矢量 的 长 度 。 因 为 jw(o) 一 z(o) 是 的 可 测 男 数 ， 
并 且 
{0/ 1.0) -zi-0=RUDR fo/ eC0) -zo) | < 
所 以 (3.12) 左 边 的 {o/ "是 可 测 集 含 。 而 (8.12) 即 意味 着 它 的 /一 
测度 为 1, 这 种 收 伊 叫做 2 上 的 几乎 处 处 (almost everywhere) 收 
伍 , 或 概 李 为 1 的 收 化 ,或 几乎 必然 的 收 笋 (almnost sure conver- 
gence) ,或 概 政 全 ,并 记 为 zw 一 2z(a.e.)@。 
下 面 是 较 此 为 弱 的 一 种 收 笋 概念 : 对 所 有 的 s>0, 极 限  ， 
P{o/|2(%) —2(%) |> e}—>0 (8.18) 
恒 碟 立 。 这 中 做 依 权 这 收 镍 (convergence in probability) , 着 记 
为 2 一 (PP) 。 这 时 on 的 分 布 就 以 下 一 节 中 所 解释 的 意义 收 化 于 
z 的 分 布 。 叉 车 当 召 (|zn 一 2|") 为 有 限时 ,由 
E(|lg,—2|?)—>0 (8.14) 
所 定义 的 惧 伍 ,对 做 思 祖 平均 收 笋 (mean con Vergence of the 
pth power) 。 当 2 一 2 时 这 一 经 常用 到 的 情形 , 称 它 做 平均 收 短 。 
这 种 收敛 的 条 件 较 依 概 李 收 化 的 条 件 为 强 。 


3 和 分 布 画 数 ,特征 画 数 ,均值 和 方差 


- 蕊 2， D1, BD,, 机 表示 尼 《 全 ) 上 的 分 布 。 称 图 数 
FE) =B(—o0, £1 (4.1) 


全 a.e,. 是 almost eyerywhere 的 简 尖 。 


ee 


$4 分 布 画 数 , 特 征 王 数 , 均 值 和 方差 11 


为 $B 的 分 布 加 数 (distribution function) 。 了 (应 满 足 的 条 住 是 _ 
(i) 非 降 : E37(6)<F(m)， 
( 立 ) 右 巡 神 : FF(E+0) = 了 (6)， 
Gii) Fl(~o0)=0, FF(o0)=1, 
有 反之 , 若 了 了 (6) 满足 以 上 条 件 , 旧 它 是 由 
BF) -| dF(E) (Lebesgue-Btieltjes 积分 ) (4.2) 
所 决定 的 刀 (B') 上 的 分 布 瑟 的 分 布 画 数 。 现 在 若 合 p(ow) 为 随机 
变数 , 旭 =(o) 的 分 布 瑟 的 分 布 画 数 刀 (6 可 由 等 式 
F(E)=P{o/v(0) <E} (4.3) 
痊 定 。 这 也 叫做 zw(w) 的 分 布 画 数 。 
由 上 可 知 ,分 布 $B 和 分 布 丽 数 了 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 ， 
所 以 可 用 分 布 画 数 末代 表 分 布 。 若 以 也 , 了 1 , 了,,… 表 示 对 应 于 
,D1, G3, … 的 分 布 面 数 ,出 可 将 分 布 义 列 {四 ,} 的 收敛 定义 如 下 : 
若 对 于 了 (8) 的 所 有 连续 点 6, 均 有 @ 
PESFE, - (4.4) 
划 规 定 为 5,>5。 这 一 条 件 能 写成 下 面 的 形式 : | 
在 Rt 内 称 密 的 点 列 从 ,} 上 ,成 立 着 


FP(én—0) < lmP(én) < Hm Plén) < PEtO0). (4.4) ~ 


或 者 ,对 于 任 间 的 有 界 速 措 画 数 /6) , 下 议和 极限 关系 成 立 : 
|. 了 (5) 2， (dé) 小 六 (EGGdE) ‘(4.4"") 


inf @, [一 c， o>1 (yco)， (4.5) 


加 则 可 以 从 6, 选取 一 子 令 列 ， 使 之 收 伍 于 某 一 分 布 o 


0 下 面 有 关 分 布 画 数列 收 软 的 一 些 糙 具 , 其 者 明 可 参见 M. Lioére: Probability 
Theory, Yan Nostrand, 1955, § 柑 , 一 一 校 者 注 
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全 gp( 全 =| en5(d6) ， 一 -<z<co， (4.6) 


朗 为 的 Fourier 变换 ,此 时 称 9 为 $B 的 特征 评 数 (characteristic 
function) 。 若 $B 是 实 随机 变数 z (w) 的 分 布 ,如 


9) =B(e?). (4.7) 
这 就 叫做 2 (%) 的 特征 图 数 。 显 然 p (2) 有 下 议 的 性 盾 : 
p(9) =1, |o() |<1,. (4.8) 
在 一 <z<c 内 一 臻 连续 。 (4.9) 


非 急 定 : 对 于 任意 的 复数 CE Cay 人 和 任意 的 实数 为 ， 


Za, “”” ny 


Fa;p (24 一) 之 0.。 (4.10) 
反之 ,一 个 非 银 定 的 夯 数 9 (2) ,在 z=0 过 入 且 9p(0) = 工 则 必 为 某 
一 分 布 8 的 特征 责 数 。 这 就 是 Bochner 定理 0 。 

全 9，91， 92， … 分 别 为 四 ,Bi1,， Bs，… 的 特征 画 数 , 则 成 立 
着 下 面 的 五 和 yp 的 对 应 关系 : 

(i) gi1(2)=92(2) 使 人 一 Is 

〈 主 ) gn(2) 一 gg (2) (对 所 有 的 2) 使 G > 五. 

(证 ) 车 gn(z) 在 所 有 :上 收 仇 于 某 一 西数 0(z) (着 未 假定 


9 (2) 是 菜 一 分 布 的 特征 画 数 ) , 并 且 在 z=0 的 某 些 邻 域内 一 致 收 


化 时 , 旭 0(z) 就 成 为 某 一 分 布 上 的 特征 画 数 。 因此 , 由 但) 得 出 
0,->$。 这些 性 盾 主 要 是 由 了 . Lévy 所 获得 的 。 : 
分 布 的 均值 (mean) 和 方 姜 (variance) 分 别 由 


MO) 一 | é0600), VD) =| EMD)) BE) (4.1) 
来 定义 。 可 以 这 样 说 ,均值 是 分 布 的 中 心 ,而 方差 就 是 表示 分 布 的 
散布 的 程度 。 若 售 @ 为 z(o) 的 分 布 , 旭 MG) 等 于 加 (2) ,而 


® 姑 见 复 忆 大 学 效 学 条 郑 粮站 等 罗 : 僻 训 给 与 数 开 术 时 ,上 小 科学 撤 术 出 版 入 ， | 


10661, $ 49. 一 一 校 省 注 


1 
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(@) 就 等 于 [(z 一 如 (2))]。 后 者 也 记 为 V (%), 并 叫做 < 的 方 
凑 。 显 然 ， 
入 (C) 一 五 (22) 一 瑟 ( 人 2) 2 (4.12) 
合 必 ,23 为 独立 随机 变数 , z 为 其 和 。 合 V1, zay 2 的 分 布 各 
为 2 B,D$; 分 布 酚 数 为 4 特征 画 改 为 19 93 1， 方 
滚 为 ,了 V,, 六 ， 旧 有 : 


0 一 | GM DE) = | Bs M—é) DE), (4.18) 

此 处 M-é={n—é/n€ED)}, / 
PO=| FE—DaPsn) = | Folé—mdF (nm) (4.14) 
9 的 = 和 (ga() 《特征 醒 数 的 可 乘 狂 )， 《4.15) 


=Vj-- 了 了。 (方差 的 可 加 性 )。 (4.16) 
为 了 证 明 (4.138) , 今 er 为 M 的 示 性 画 数 , 旧 因 随机 矢量 (21, ca) 
的 分 布 为 Di x 90, ;所 这 


SM) ~B[ley(w)1= Ber(vitza)] 四 
|. | ou (1+ &2) D1 (dE1) Ba (ds) : 


=|, BM—é) Baé,) . 


其 他 的 关系 式 也 可 仿 此 加 以 证 明 。 寻 上 且 股 离 随 机 变数 而 来 考虑 任 
意 的 两 个 分 布 B1, $s, 姑 由 (4.13) 所 定义 的 多 也 是 一 个 分 布 , 并 
DixD, 来 表示 ， 称 它 汶 @ 和 劝 : 的 党 积 (convolution) 。 若 合 

et Bs, 的 特征 责 数 为 91, 9;， 9 ,上 . 
2 2) =912) 8922) SPB=DrB,. (4.17) 

车 钾 为 一 分 布 ,定义 BD 的 负 反 芭 交 如 下 : 

GBM)=B(—M), ~M=-{—E/EEM}. (4.18) 
妆 的 特征 画 数 》 即 为 . / 
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Pl2) = 9(2). (4.19) 

若 z 的 分 布 为 $5, 则 一 z 的 分 布朗 为 当 ， 若 是 {DB} 的 凸 组 合 
则 2 是 局 一 组 系数 的 {gi} 的 屿 租 合 。 由 此 可 知 , 特征 丽 数 全 体 的 
第 合 0 具有 下 述 的 性 质 : 

(i ) C 中 元 素 的 凸 组 合 仍 属 于 C， 

(ii) C3pi 82 O91 pa) 

(ii) O93p 09, 
因而 

(iv) COS3p 0 191. . 

著作 随机 变数 2z 的 特征 夯 数 为 p (2) , 有 az 十 5b 的 特征 本 数 为 
eg (az). 

令 将 在 $2 所 举 的 一 维 分 布 的 例题 中 ,分布 的 均值 M 方差 太 
和 特征 画 数 2 (2) 列表 如 下 : 


志 4.1 


Z 2 Vv p82) 


.8 对 布 6(.;0) a 


pes tq) rn 


Poisson 分 布 P(. ;入 ) 


v exp 1 


1 
二 项 妇 布 Bl(.: p, 1) 本 下 npq 


正 态 分 布 N(.;a, V) 可 


Cauchy 分 机 C{. :a, c) 2 | 没有 | 没有 oxplias— clz|} 


因为 (por 十)" (pe* 二 gq)” 一 (pe* 十 9)"*”, 所 以 由 (4.17) 得 
Bl. >D， n) *B(, ;Dp, 9 ) = Bl PD， nt+n') . 
园 理 可 得 人 ， 


ee ee 一 1)} 


2¥ 


4 孝 布 剖 数 ,特征 加 数 , 声 值 和 方差 。 
3(.; ax8(.3 ao) =; ote), 
Pl(.; NxP(li; NMN)= Pl; At+N), . 
N (ay oN; ao, 0) —N(; gta'y ou)， 
CU &, Cc)*O(:; 0, 0)=0(.; g++0, 6 十 5 ) 。 
又 因 当 ,o%-0 时 ， oxp{ ioz 一 号 上 >e， 所 以 由 12 页 (让 得 NN(*; ， 
6， 由 -8(.39) ， 在 这 种 意义 下 , 3 分 布 可 以 看 做 正太 分 布 的 退化 
情形 。 同 理 》 分 布 又 可 以 看 做 0auchy 分 布 的 退化 情形 。 
“上面 所 得 到 的 轩 果 仍然 可 以 照样 推广 到 咱 厅 的 分 布 上 去 = 此 
时 ,分 布 夯 数 就 由 下 式 所 规定 : 。 
Fé1, *, Em) LD ooy &1] | . 
x (一 co 6 x…x (一 co 名])， 20) 
分 布 叙 列 收 化 的 定义 也 与 一 准时 相仿 。 特 征 画 数 可 由 
(| BG d= 9) 
来 定义 ,而 其 性 质 就 完全 与 一 条 的 情况 相同 。 均值 和 方差 分 别 成 


上 C 


z 为 均值 矢量 和 方差 短 阵 。 其 分 景 可 由 


Mi= | &.D(08), 
422) 
Vy=|,é- I (Me | 
痊 出 。 若是 随机 矢量 w= (ere, … 1) 的 分 布 ， 击 上 这 的 9: 
MH 和 六 分 别 为 
Plé1, %*, Em) = Plo/pi(%) < pp zn (0) <E}, 
0 (2) 一 H(t, 7)) ， 
 M=E(%), po to Bo) (zp,— BE(s)))}. 
车 就 82 所 举 的 m 半分 布 的 例子 来 求 M， 玉 和 p， 则 可 列表 
如 下 : 四 区 
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| 
0 
- 有 | 和， 
时 上- 
C+ a) | a | 0 ee 四 
一 一 一 一 - -~ 
. Vs=npy (i — Dp,) Nh 
Bl: ;Pp, 7) | np | Vs = 一 区 (uy) 人 之 Pye) 
六 (CC V) o ry: | exp] te, 2) -3 (TV'g, | 


在 定义 正 态 分 布 的 时 候 , 假定 了 六 是 狭义 正定 对 称 甜 阵 。 当 
是 广义 正定 对 称 时 ,车 合 玉 ,一 广 十 了 /jn(I 是 单位 矩阵 ) ,区 六 ,成 
为 狭义 正定 对 称 ， 因 而 可 以 定义 人 一 Xie) ， 这 个 分 布 的 
特征 夯 数 'p,(z) 可 由 下 式 表 出 : 
人 =exp| tl@, 2) -去 (2， z) | 一 9 2) exp| 一 训 (2 ) |， 
此 处 

py (2) -ezp| ia， 2) 一 于 (7s 上 

故 pn(%) 在 % 的 任意 有 界 和 集合 上 一 致 收 伊 于 g(x)， 因 为 pa (2) 是 
,的 特征 图 数 , 所 以 g (区 也 就 是 某 一 分 布 六 的 特征 画 数 ,而 且 和 
是 分 布 叙 列 {Nj} 的 极限 。 这 个 六 记 为 正 杰 分 布 信 (…;g, 玉 ) ， 当 
V 特别 是 狭义 正定 时 , 这 就 与 上 述 的 定义 相 一 致 、 若 不 是 狭义 
于 定 朗 det 亚 =0 时 ,. 那 么 这 个 正 坊 分 布 就 呀 做 退化 的 正 态 分 布 。 
这 时 ,这 个 分 布 的 鱼 荷 者 不 是 整个 空间 RB", 而 是 其 中 的 某 些 超 平 
， 面 ; 但 分 使 是 在 退化 的 场合 , a 和 六 仍然 分 别 是 玉 (. ;万 ) 的 均 
值 和 方差。 

最 后 , 就 无 限 厅 空间 R4(B4) 上 的 分 布 ， 定义 其 均值 矢量 NY， 
， 方差 矩阵 了 和 特征 夯 数 p (2) .及 和 了 完 双 与 m 杂 的 场合 的 定 
义 相 同 。 关 于 特征 画 数 就 与 以 前 种 有 不 同 的 地 方 , 在 m 做 的 情况 
下 , z 也 是 mx 约 的 任意 矢量 g 饮 在 无 限 纵 (R') 的 情 玉 下 , > 就 只 取 


,在 (ai, as，…， on) 上 的 射影 对 应 二 9 (z) 在 (Qi, ga，…， ca) .上 的 堆 


四 35 随 机 进程 
几乎 所 有 的 ( 即 除 有 限 个 例外 的 意思 ) 坐标 为 0 的 R+ 的 元 素 。 合 


这 样 的 点 的 全 体 为 BY。 当 zE ,EE R' 时 , 就 可 矶 定义 2, 引 


一 这 ?uba 因为 右边 实际 上 是 有 限 和 , 所 以 不 会 发 生 收 和 化 与 否 的 


问题 。 对 于 RA(B) 上 的 分 布 P， 其 特征 西数 9() 就 定义 为 
9 人 =| eepoPG6) zs. 


“在 p (中 留 下 菜 些 有 限 个 坐标 ， 然后 剩 下 的 都 合 为 0， 就 得 
、 ”的 截 Q (section) 。P 了 的 特性 画 数 的 截 口 就 是 卫 的 射影 (2.12) 的 ”- 


特性 画 数 。 据 此 ， Kolmogoro 寿 定理 可 以 改 述 如 下 : 


”车 zE BY 的 夯 数 p(2) 的 任意 截 口 是 特 性 画 数 ， 如 g() 是 


R+(B4) 上 的 某 个 分 布 的 特性 而 数 。 并 且 沈 分布 是 唯一 决定 的 。 


”利用 这 点 ,就 可 以 定义 寺 限 站 的 正 态 分 布 。 合 1 为 的 任 
意 的 元 过 ,为 R4x4 的 元 素 ,并 且 满足 


V ae po 9 (Vig 为 V 的 坐标 ) 
(2， 2) 一 之 V agzaze>0 ~、 (ZE Rt). 


(注意 右边 实质 上 也 是 有 限 和 )。 若 全 。 “ 
9(2) expfi(z, MM) 一 吝 (Vz, 罗 ])， 


由 了 9 (的 任意 截 只 是 正 态 分 布 (包含 退化 的 情形 ) 的 峙 征 面 数 ， 
因而 由 上 面 改 述 的 Kolmogoroff 定理 , p (2) 可 以 定 出 .RA(B4) 的 ， 


分 布 。 这 分 布 叶 做 R+ 上 的 正太 分布 W(.; MM， 了 ) ， 因 为 这 分 布 


口 , 故 得 本 (…; (Me) (ee)) 。 由 此 容易 知道 , M 和 灰分 别 是 这 


.分 布 的 均值 和 方差。 


” 85 随机 过 程 
随机 过 程 (stoohastic prooess, 舍 ndom process) 是 招 随时 间 


™ 
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变动 的 偶然 最 抽象 起 漆 的 概念 。 从 测度 论 观 点 下 的 概率 窒 来 淖 ， 
就 可 这 样 来 定义 : 全 Q(B, 了 ) 为 基本 的 概率 空间 , 了 为 实数 的 集 
合 。 对 应 于 了 的 元 素 的 随机 变数 z1(%) 所 成 的 族 就 时 做 随机 过 
程 。 从 应 用 上 来 说 , 上 表示 时 有 ,而 wi;(w) 就 表示 该 偶然 奸 在 时 


“ 山 # 的 值 。 至 于 多 的 取 法 , 紧 可 以 是 {1, 2, 8,…),{…, 一 8, 一 2， 


一 1, 0, 1, 2, 8, …} 这 样 的 疯 散 和 集合, 又 可 以 是 区 间 (0; co)， 
(一 0, oo0)，(g, 0) 这 样 的 连续 策 合 。 萌 者 的 情形 特别 吓 做 随机 
币 列 (random seqguence) 。 
随机 过 程 w (o) , iE 人 D, 又 可 以 考 虚 为 无 限 纵 的 随机 矢量 
(0) 三 JLz4(w)。%(w) 虽 是 取 秆 于 RR"(BY) 内 的 随机 矢量 , 但 因 
BR" 的 元 素 是 定义 于 了 .上 的 实 画 数 ,所 以 对 于 每 一 就 有 一 个 这 样 
的 画 数 与 之 对 应 。 从 这 种 意义 下 , 随机 过 程 有 时 也 时 做 随机 画 数 
(random funotion)。 对 于 与 w 对 应 的 二 的 夯 数 叫做 样本 本 数 
(sample function) 或 者 样本 了 过程 ( sample Drocess) 。 关 为 随机 过 
程 是 取 值 于 R"(B7) 内 的 随机 矢量 ,所 以 其 分 布 就 为 ER'(B”) 上 的 
概率 分 布 。 洲 其 为 正 态 分 布 ,就 号 做 正 态 过 程 (normal stochastic 
Process) 。 
车 zi(o) 是 取 复 数值 的 o 的 可 测 本 数 ,其 mw(o) ,tS7T, 虹 做 复 
随机 过 程 。 到 于 殷 正 坊 过程 推广 到 复 随机 过 程 的 场合 "将 在 2 
中 讨论 。 


$6 可 加 过 程 的 定义 


本 加 过 各 (additive process, differential process) 是 这 样 的 随 
机 过 程 , 当 肌 更 变动 时 , 它 将 加 .上 独立 的 增 量 。 详 缕 下 来 说 ， 随机 过 
程 w(a) ，a<t<D， (-c<a<bsco)， 做 本 了 和 如 东汉 足 : 
wp (i) oo) 王 0， 
(i) 对 ,8< 如 < 机 < .< 如 一 0， 
2 一 Of 1 一 工 2 9 是 独立 的 。 
四 内 又 可 以 定 义 可 加 气 列 (odditive sequenbe) 2 (0) , n—0, 
1, 2,，…, 这 时 代替 二) 的 是 y, 一 2 一 2x1, % 一 1, 2， … 为 独立 的 。 
所 : 
一 完 理 1 对 任意 的 -一 稚 分 布 叙 询 :, $s，…, 都 可 以 在 适当 的 
概率 容 间 .上 定义 可 加 倒 列 {2,} , 使 得 加 一 vr 1 的 分 布 为 五 . 
表明 假使 已 经 得 到 了 所 求 的 vn» 那么 ,一 0; 一 1， 名 一 卫 ) 
2，…, 就 是 独立 的 , 且 以 @, 为 其 分 布 。 故 无 限 欠 随机 矢量 (w) 
HE ea) 的 分 布 就 是 $,, n 一 1， 2,: … 的 直 积 分 布 。 由 此 可 见 ，, 完 
muta 发 人 一 - {1,2,…}， 0= BR? ,B= 全 ， P= -1S 
又 对 GEQ 设 | 
gal) ， 一 和 rr(a) ，m (0) = wo), (6.D 
则 {za} 就 是 所 求 的 儿 列 。 : 
下 ; 面 是 关于 可 加 过 程 的 一 个 相应 的 定理 。 全 most 为 可 
加 过程 ,Bot 为 2 一 -Zs(s 之 介 的 分 布 。 因为 当 s<i<wu 时 ， Zu 一 0% 是 
: 独立 阐 机 变数 一 和 2 一 的 和 ,所 以 
&, = Bar De (<i < 中 9 


由 {96 一 04 上} 的 独立 性 可 知 上 式 等 于 
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定理 2 车 Bo ast<2， 为 满足 (6.2) 的 分 布 系列 , 则 可 以 在 
适当 的 概率 空间 上 确定 可 加 过 程 ww cst<D， 使 得 Zi 一 2 的 分 布 
为 $1. 

证 明 ”为 了 摸 到 构造 出 w 的 米 索 ， 假 设 已 既得 到 了 2, 而 去 
求 随机 估量 wo) = Iz:(%) 的 分 布 的 特征 画 数 p 。 设 了 = [&,5). 
对 zE BR6， 

(2) 一 盏 (eem) 。 (6.3) 
特别 是 当 2 的 坐标 除 加 ，24 Yi,( 太 过 刀 过 … 过 寻 ) 以 外 为 0 时 ， 
p(2)=E(ePr,) 
> H(t)) = “) 
“to=0 


iI Pts st (2 ) (gsi 一 ss 的 特征 鸭 数 )， 


因而 
p (2) = 上 go, CI EA 本 (6.4) 


这 样 一 来 ， 就 知道 了 定义 ww) 的 分 布 的 方法 , 由 此 就 可 将 定理 靳 


明 如 下 : 对 zE Ri, 按照 (6.4) 来 定义 p(z) .在 这 里 必须 注意 的 是 
这 样 的 一 点 :“ 在 加 , 4， …, 2 中 譬如 加 等 于 0 时 ,op (虽然 也 可 
到 由 Girt, pit "i， Petrata toe Ptsatess” "tnt 来 定义 ， 但 要 诈 
朋 它 与 (6.4) 的 右边 一 致 , p (人 的 定义 才能 肯定 。" 为 此 ,只 要 诞 朋 


Van (的 一 po 的 Vonn (2) 就 够 了 ,而 由 (6.2) 的 这 一 假设 邹 知 
”此 事 必然 成 立 。 在 下 面 将 就 明 , 把 (6. 人 的 右边 看 做 %，…, %, 的 


画 数 时 , 那 就 是 某 个 % 亲 分 布 的 特征 画 数 。 为 此 ， 考虑 使 得 直 积 分 
布 开 Be 分布 于 本 (至 ") 上 的 概率 空间 2 (下 ，P) , 且 在 其 上 
琶 多 (o) 一 pu(@) 时 ， 则 其 分 布 为 Bi,, 并 且 这 些 随机 变数 都 蚌 
独立 的 。 因 此 ,车 设 2%(w') = p37 (on) , 且 合 随机 矢量 和 (0) 
一 氏 z(w') 的 分 布 的 特征 丽 数 为 2 (22， 24) ,天 知道 (6.4) 的- 


{ 


7 可 加 过 程 的 例子 和 1 
| 右边 等 :于 g (z4,» 4 ). 故 由 Kolmogorof ; 定理 《变形 )， 得 . 
2 (] 明 如 7( 即 7) 上 的 某 个 分 布 (P) 的 特征 古 数 。 若 设 0 一 RE?, BB 
一 2rc)， 则 ts 避 是 所 求 的 可 加 过 程 。 


§7 可 加 对 程 的 例子 


反复 地 构 一 匀 币 ， 合 wm(m 一 0) 为 到 第 次 为 二 手册 正面 的 
二 若 设 Yi =—=D1, Vsa 一 03 一 21 03 一 023 一 023，…) 剧 Yn 随 着 第 % 次 
撕 出 下 : 面 或 者 肥 面 而 取 1 或 0。 因 此, y, 的 分 布 5; 都 是 在 0,14 之 
上 各 分 布 为 1/2 的 纯粹 不 速 糖 分布。 着 旦 {如} 是 独立 的 随机 变数 
叙 列 。 故 人 是 可 加 令 刻 ; 而 其 数学 模型 就 可 由 前 节 的 定理 1 来 : 
构 威 。 一 
， ”下面 来 考虑 随机 游 动 (random oo 的 问题 恨 习 一 酒 醒 者 
从 黄静 着 东西 的 属 路 上 的 一 点 出 发， 他 一 步 一 步 地 向 东 或 者 向 西 
跑 , 这 区 全 是 偶然 选择 的 ， 设 他 在 走 了 %% 步 后 所 处 的 位 项 为 z,( 在 
出 发 点 的 东边 为 正 , 西边 为 负 )。 若 谣 妇 =z, 9 一 02 一 01，…, 则 
om 随 着 第 和 2 步 向 东 跑 或 者 向 西 跑 而 取 土 1， 关 且 它们 的 构 牵 分 别 
为 /2， 也 就 是 诗 , % 的 分 布 号, 就 是 BE1) = 了 /2 的 纯粹 不 速 
积分 布 。 又 因 {y 小 可 以 考 虑 为 独立 随机 变数 叙 烈 , 所 以 {2} 是 可 . 
加 银 责 ,而 这 也 可 由 前 节 的 定 定理 工 来 构成 。 
其 详 ， 专 Poisson 过 程 (Poisson process) 作为 可 加 过 程 的 例 
子 。 Poissonm 过 程 D1, 0<t<o0, 是 一 可 加 过 程 ， 而 且 2 一 一 2 人 8) - 
的 分 布 SD. :就 等 于 Poisson 分 布 己 (.3X(t 一 9)) 此 处 入 是正 的 常 
数 。 因 为 ,满足 前 节 的 定理 2 的 条 件 (6， 3) 《网 8 多 1 所 以 可 以 
利用 这 个 定理 。 当 h->0 时 ,由 Poisson 分 布 的 定义 就 立即 知道 
Plw/Zern — Zi 二 二 SP{p/sn so= 1l}~N\. 克 
_ 筷 机 其 项 当 在 符 个 啊 间 儿 立 地 疾 生 起 不 发 生 , 而 且 合 其 在 


’ 


= 
a a 
, 
, - 
a 
， 和 - 
\ 、 
= 
er - . 
oo 了 


2 第 ? 章 可 加 入 程 
(t,t 十 6) 之 间 发 生 的 概 这 为 dt。 这 时 在 10, 妇 之 间 发 生 的 次 数 
2 可 以 看 做 Poisson 和 过程 加 。 
作为 可 加 过 程 的 另外 的 一 个 例子 ， 可 以 举 出 WWiener 过 程 
(Wiener process) 。 这 其 实 是 随机 游 动 问题 的 一 种 过 团 情 形 。 
它 可 用 一 个 可 加 过 程 m, 0 六 经 cp, 来 定义 ,使 得 必 一 o 的 分 布 6. 
是 正 态 分 布 W(.;0, 1 一 s) ,因为 6 了 世 满 足 前 荡 定 理 2 的 条 储 
(6.2) ( 见 84)， 所 以 可 以 利用 这 个 定理 。 
若 w 是 可 加 过 程 ， 则 az 十 Et? 也 是 可 加 过 程 。 叉 若 2， 
asit-b 利 4i sz 都 是 可 加 过 程 , 荐 且 随 机 矢量 Z 一 上 24 和 
一 9 是 独立 的 (也 可 以 这 样 说 ,车 对 任意 的 与 ， 思 ，…， 加 人 维 
员 仙 和 有 11 2 A] ITw 是 独 亚 的 ”)， 则 ao 十 By Qt 之 5 也 是 可 
加 过 程 。 对 二 个 以 上 的 可 加 过 + 程 来 说 这 一 精 论 也 成 并 。 利用 这 
个 事实 , 由 Poisson 过 程 和 Wiener 过 程 出 发 ， 就 可 以 构成 更 一 般 
的 可 加 过 程 ( 见 $ 17)。 


$8 关于 独立 随机 变数 之 和 的 不 等 式 


定理 1 (Kolmogoroff 不 等 式 ) 设 z1, 3，…, 2 为 独立 ， 且 
Bp) =0, Vs) <o0, t=1,2,.%…,%n, - (8.1) 

出 
Po max | >< 说 (ow) . (8.2) 

三 明 设 4x=({to/lo| ，| Zi 十 少 3 |， ‘i | 6， 
十 … 十 Dr | 之 0} ，1<h<n, 并 合 hw 的 示 性 画 数 为 ae(o) ..axk%) 
关于 zi, za ,Dx 是 可 测 的 。 由 Ax 的 定义, 可 知 人 As, A, 
互 不 相交, 于 是 (8.92) 的 左边 等 于 

P(A1+Ast+…+A,) = EP(A,). 


© 这 一 精 训 人 的 一 个 简单 证 明 ， 可 寡 见 复旦 大 学 数学 采 郑 逆 泪 等 希 : 概率 答 与 改 
理 统 计 , 上 海 科学 技 术 出 版 社 ， 1961 86 中 之 例 7, 一 一 校 者 注 


AS 


4 8 关于 独立 随 宙 变数 之 和 的 不 等 式 本 入 
由 E(wm) =0，, 得 
Vw 十 二 0n) 二 (Di 十 … 十 Dr) )， 
双 因 > axss1i 所 朗 上 式 > 2 BG (sit “十 wn) 3)， 


但 因 | | 
Elar(pit ts) ) = (or (Bit + wy) ?) 


+28(ax (81+ “TDy) (Dpt1t "Dn)) + B(axverrt 二 2) 
由 必 的 定义 可 知 第 工 项 >>pP(4z)。， 因 wz(o 十 … 十 区 ) 和 (op 


十 … 十 o) 分 别 关于 (ci，…， zx) 和 (spr1，…; 2) 是 可 测 的 ,所 以 这 
些 随机 变数 是 独立 的 ， 并 且 E (wg+it+ 十 0) 二 0、 故 第 2 项 为 0， 
第 3 项 之 0.1 因此 ,上 式 >cP(4a) , 于 是 

Vatto) EBP(A). 
又 由 {zj 的 独立 性 可 知 左边 一 卫 六 (ew)。 粽 合 以 上 所 述 就 得 (8.2)。 


定理 2 (Ottaviani 不 等 式 ) 车 V1) Ta To 为 独立 ， : 并 有 ~ 
Plo/ [ote tel 0} >1/2, k=0, 工 %L 一 工 ， (8.8) 


则 


叶 /又 et + stem Te 
| (8. 多 
醚 明 若 合 | 
4x 一 {o/ oa ，|2 十 Za| ， | 人 十 … 十 Op-i 和 20， 
12 十 … + | >20)， TI<Z<m， 
. B= {0/ [vest .十 on| <0} 工 坟 《2 一 工 
则 4 4 … ，4。 互 不 相 变 , 于 是 8.4) 的 左边 的 0 和 集合 等 于 4， 
A 因由 |z1 填 … 寺 Bx | 之 26， |2pr1 十 … 十 oz 二 6 可 以 
得 出 | 十 … 十 %,|>>c, 所 以 若 分 (8. 4) 石 边 的 o 集合 为 0， . 则 得 
4 Bi+ A Bat+…++ AA, ‘BEO, 此 处 召 。 一 人 2 


因为 4 由 形 状 为 (zi GE 至 的 柔 件 面 定 ， Bx 由 形状 为 
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(Dy, "yg 2 ) EW 的 条 件 而 定 , 又 因 (21， “9 wp) RI (Der1, “9 Ds) 
是 独 开 的 ,于 是 P(AxBi) =P(4r)P(Br) .由 (8.8) 得 P(B) 之 1/2. 
故 P(ArBr) 宇 P(Ar)/2。 因 此 . 


> (P(A1) + P(A3) + + P(A,)) 


故 
PO)>3P(A1thAst'+h,). 


39 0-1 律 


当 w 集合 4 的 示 性 丽 数 ca) 关于 随机 矢量 X(o) 一 ITox(o) 
为 可 测 时 ,就 称 4 关于 (o) (或 关于 ,和 \E 小 是 可 测 的 ,全 入 为 
4 的 任 济 元 素 ,& 为 任意 的 实数 , 考虑 所 有 形状 为 ta/ws 身 的 只 
-集合 ,而 把 包 合 这 集合 的 最 小 Borel 集合 体 记 为 B(x) 或 省 B(z,， 
AE 4) .“4 关于 w(o) 可 测 ”就 等 价 于 4 是 如 (2) 的 元 来 。 换 守 
之 , 4 是 形状 为 {o/a(o)E 如, HE B', 的 集合 。 此 时 ,对 于 任意 
的 入 ,As ， ME 及 如 CE B? 来 说 , fo 21) 加} 关 
于 % 是 可 测 的 又 若 为 , hs，…,€ 4, 则 使 得 ws (ao) ,n 一 1,2,…， 
收 敏 的 w 全 体 的 集合 关于 x 也 是 可 测 的 。 
: 引 理 1 全 4 关于 mw 入 E ,为 可 测 。 划 对 于 任意 的 28>0， 
可 在 4 中 找 出 有 根 个 元 素 ,例如 ja， hs，…, hw， 及 存在 关于 ww 
co …， ao 为 可 测 的 集合 4。， 使 得 
P(A—A)+P(A 4)<e (9.1) 
禾 明 ”因为 具有 上述 性 盾 的 4 全 体 是 一 Borel 集合 体 。 此 和 外， 
具有 形状 为 {w/z; 志 台 的 集合 具有 这 种 性 质 , 所 以 fo 中 的 元 来 
都 具有 这 种 性 质 ，。 
称 4 和 E 4, 是 独立 的 ， 意 指 其 示 性 丽 数 的 第 合 wo) DEL 


yr 


划 
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构成 独立 随机 变数 系 。 
引 理 2 若 4:，4s, …( 有 限 全 或 者 可 数 光 限 个 ) 是 独立 的 , 则 
PC 站 40) =ILP(4;)， 此 处 入 一 4 或 者 4。 (9.2) 

引 理 3 合 es(o) ,和 E 4, 为 独立 随机 矢量 条 , 若 对 各 个 ME A， 
分 别 关于 wx (o) 为 可 测 时 , 旭 41, 和 E 4, 是 独立 的 。 
定理 1 (KolmogoroE 的 0-1 律 ) 说 i, 22，… … 是 独立 的 , 且 


”车 对 任意 的 n 来 说 ,4 关于 0,5 cu … 为 可 测 , 则 


P(4) =0 或 者 1 (9:8) 
证 明 ”因为 公关 于 za， 2 是 可 测 的 ， 所 以 对 于 s, 取 足 够 


大 的 m， 就 在 (9. 1) 的 意义 下 ， 可 用 关于 21 V2 pp 2 为 可 测 的 4。 


来 通 近 4、 因 为 4 关于 2 Trt2，… -也 是 可 测 的 ， 所 以 由 tz 小 的 
独立 性 可 知 4 和 4, 是 粗 互 独立 的 ( 引 理 38)。 故 P(474,) 
PP(4)P(4.) .由 (9.1) 得 | i 
(P(A)—P(As)|<e, IP(A)—P(Ad.4,)|<s. 
因此 ,分 a 一 0 便 得 P(4) = 了 (4 印 P(4) = 一 0 或 者 1， 
”应 用 定理 1, 就 可 以 就 明 : 若 21, oo， … 为 独立 ， 则 ~ 
Ptiw/Z or 收 煞 } 二 0 或 者 1， " z 


Po/ 训 训 "0}-0 下 者 1 
定理 2 (Borel-Cantelli 的 定理 ) ”车 事件 叙 列 [4 满足 


SP(A)<, . (9.4) 
其 : 

P (Ilim A,) =0, Pllim 49 = (9.5) 

。 堵 {4 寺 是 独立 的 ,而且 

PdUo-co 6 


Pllim 4;) =1, Pl(imA?)=0. (9.7) 
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钱 明 党 假定 (9.4) 成 立 , 草 
Plim A) =PONUAD) SPU) A) <D PA) 0. 


故 (9. 申 的 第 一 式 即 被 证 明 。 利 用 lim 4; 一 (lim 4w)*, 第 二 式 就 | 
可 由 第 工 式 导 出 。 
其 次 合 {4 是 独 吉 的 , 旦 合 (9 6) 成 立 。 
Plim 4) =P(N 4 < 加 PN49。 
、 由 下 理 2 ， 
P(A = P(A = -P(A). 
因由 (9.6) 得 习 忆 (4 一 cc， 所 以 上 而 的 无 内 乘积 为 0， 于 是 


Pllim 4 ) 也 为 0 因而 Pllim A4,) = 


，。 10 可 加 氢 列 的 收 和 


全 Vn， 80 一 0， 1, 2， ” 为 可 加 外 列 。 若 设 or 一 2 一 人 -1 剧 

{是 独立 的 随机 变数 叙 列 。 本 第 的 目的 是 来 考察 涩 nn->co 时 sw， 
的 收获 条 件 。 车 以 C 示 示 使 zs(o) ;nn 二 0,14,2,… 收 伊 的 和 集合， 
剧 得 

C= N,N, {of lon(w) —on(0) 1<1/D) 

-MU MN, fo/ lyg) + yn (0) | <1/p}. 

故 C 关于 4 > Ya, ed 因为 P(t) ? n>0， 的 路 和 雍 等 价 于 
Zr) 一 Dy(@) ,03 的 收 敏 ,所 以 也 可 以 写成 

C= A (ON) Ao/ Yr) 十 … 十 go) |<1/p}, 


KN tr n>k 
而 C 又 可 以 说 是 关于 yxii, yw+a… 是 可 测 的 。 故 由 Kolmogoroff 
的 0-1 律 ,就 得 
了 (0) =0 或 者 1. (10.1) 
那 末 在 什么 样 的 条 件 下 , P(O) 才 为 1 昵 ? 首先 叙述 充分 条 件 。 


#10 可 加 仙 现 的 下 上 . 27 
定理 1 车 { 到 (zw)} 与 { (or ) 同时 收 伍 ， 其 P(C) =14, 也 就 是 
说 , 2 几乎 处 处 收 化 。 
.征明 由 于 ,一 (ws B(0,)) + B(0) TV (6) =V (n(n), 
因而 训 加 (2,) 一 0 也 不 会 到 和 失 普 表 性 。 因 为 
> V (yy,) 一 lim Vs) 0, 
启 乌 对 任意 的 s>0, 存在 n(s) , 面 且 就 un(e) 而 六 ,总 会 使 得 
> V (vy,) <s.。 


根据 Kolmosoroff 的 不 等 式 , 得 
P{o/ max |gnsa 十 … > 时 
他 10 一 >co 便 得 
P{o/sup|ys+1t+ ~ ‘ynrl > Re/a, | - 

因为 | yzrxz 十 … ge SQ | psi 十 … .十 Wai- 1 十 [Le .十 Ynri| 、 
<， 所 以 由 上 式 得 出 

三 {oy/sap|gynrz 十 全 十 gr 直 > -20} elas (n>n(e)), 
他 W300 就 得 

Pt{w/lim SQp lynrst ‘+n >24} <e/@ ， 


. 先 全 2 一 0, 而 后 再 令 4->0 就 得 
Pt{w/lim sup yars yat | >0} =0. 

这 就 说 明了 0 的 余 集 的 已 -测度 为 0. 

下 逃 定理 计 明 了 儿 乎 处 处 收 伍 的 必要 而 且 充分 条 件 。 

定理 % (三 航 数 的 定理 ) 者 设 ye (@) 一 名 (o) (jy,(w)| 所)， 
=0(y(o)| > 了 ， 则 加 志 乎 处 处 收 伊 的 必要 而 且 充 分 条 件 是 下 
面 的 三 个 圾 数 都 收 做 : 

EBY), EVy), EP{o/y, zy}. (10.2) 
征明 充分 性 : 由 于 前 2 航 数 的 收敛 性 ， 故 而 根据 前 一 定理 
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可 知 之 多 是 几乎 处 处 收 化 的 。 息 于 第 3 航 数 的 收 仇 性 ,而 且 根 据 
Borel-Cantelli 的 宏 理 ， 可 知 在 全 些 号 数 以 后 加 (@) = 似 (o) 的 概 
这 为 4。 故 由 煞 的 几乎 处 处 收敛 性 ,而 得 出 是 几乎 处 处 收 
化 的 。 
必要 性 : 若 设 3P{w/y,#¥V} = ec, 则 根据 BoreLGantelli 的 
定理 , 可 知 对 无 限 多 个 % (oo) 地 只 (@) 的 概率 就 是 1， 因 为 
Yn 闫 Yr 等 价 于 1yn| >1, 所 以 无 限 多 个 yi 的 稻 对 值 天 于 工 的 概率 
也 是 于. 故 y, 发 散 的 概率 就 为 1。 所 以 为 了 使 卫 y; 即 wm 几乎 
处 处 收 仇 ,就 需要 马 忆 fo/ 加 关内 < 才 ce。 老 这 式 成 立 , 则 再 一 次 根 
据 Borel-Cantelli 的 定理 , 可 知 由 % 的 几乎 处 处 收 旬 性 就 会 狂 
出 瑟 久 的 几乎 处 处 收 铬 性 ,现在 介 纵 的 分 布 为 ,, 而 全 DB,( 一 2) 
的 鳞 反 分 布 为 六 ,(2) , 又 合 ,x6, 为 站 , 、 欠 为 6, 的 鱼 荷 者 为 
[一 1, , 所 以 钞 , 的 负荷 者 就 为 [一 2, 2] 。 显 然 有 
MG) =0, VG) =27 (&,) =28 (y). 
车 合 下 ,的 特征 两 数 为 pz) , 则 多 ,的 特征 丽 数 就 为 | p,(z) 1?。 如 
上 上面 所 证 ,因为 荆 多 是 儿 乎 处 处 收 仇 的 ,所 以 
lim 轨 (erott fo) 一 再 (etr) 2 — By, lim on 
因此 ,IT pn(2) 在 2 一 0 的 某 些 邻 域 (|z| 过 a) 上 不 为 0， 
Tig,) 32>0 (1z|<a), 由 此 得 出 
(1— | pr (2) ) <o0, 
了 地 就 是 
> cosz £) 6, (aé) <co， 

因为 对 足够 小 的 E 来 启 ， 有 1 一 cos E>>63/3, 所 以 若 合 > 为 足够 小 ， 

的 正 数 ( 注 意 5, 的 负 区 者 是 [一 2, 2]) , 则 得 


5 Sd) <o0. 
由 此 可 知 忆 玉 (人 ,) 为 收 合 , 从 而 卫 矿 (人 是 收 化 的 。 故 由 定理 1 


$10 可 加 叙 殉 的 收 笋 2 


可 知 这 (ya 一 如 人) ) 为 几乎 处 处 收 化。 但 内 习 炙 由 假 届 是 几乎 处 ~ 
处 收 化 的 ;所 以 知 忆 吾 (oh) 亦 为 收 仇 的 。 

定理 3 下 壕 的 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

(i) am 的 分 布 收 伍 ， 和 

( 生 ) mw 依 概率 收 笋 ， 

(ii zw 几乎 处 处 欢 伍 。 

艇 明 (这 ) 一 (一 全 是 显然 的 。 先 十 人 沪 (i)。 著 合 加 的 
分 布 为 五 ,其 特征 夯 数 为 go, 则 由 (从 知 Bi*Gax…*Go 当 m->co 时 
收 敏 于 革 一 分 布 五 .车 仿 下 的 特征 画 数 为 时 , 则 |p (2) 在 z=0 
的 草 些 邻 域 |z| 志 a 上 大 于 某 一 - 正 数 5. 又 因 91(2)， 923(2 省 文 
地 一 致 收 敏 于 g (2) , 所 以 对 任意 的 se 二 0, 可 以 定 出 入 (8) , 使 得 

m>n>N(e) | pa pats) pnd) —1l<e (zl<o). 

现在 若 填 0(2) = pnr1(2)…gm(), 且 合 对 应 于 0(2) 的 分 布 即 2x 一 2。 
的 分 布 为 日 , 则 当 和 >m> (Cs) 时 就 有 
I@() ~1 <e (lz 二 四 ，. 
故 上 
8, 


| -ee@ ao) 
[= 22% )@ (do) <s. 


ce 各 
然 因 存在 常数 CD>0, 使 得 
sin:2 、- re 
1 0 TT 
所 以 : 
| 9(dr) < 
因而 


| Gdom) < < es 
iwi> wu 
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烷 上 所 沽 , 当 m>n>N(s) 时 ,有 

P{o/ | —2, | > < (+ e/Oma, 

这 就 说 明了 z; 是 依 概 这 收 敛 的 。 剩 下 的 就 是 证明 (二 ) 瀛 (i) ,但 


这 与 定理 1 的 证 朋 方 法 相似 。 只 要 以 Ottaviani 的 不 等 式 来 代替 


Kolmogoroff 的 不 等 式 就 行 了 。 
SI 散布 度 - 


如 前 面 所 述 , 态 差 是 入 示 分 布 散布 程度 的 标志 ,但 因 方 差 不 一 
定 存 在 , 所 以 它 的 运用 范围 就 有 所 限制 。 因此 引进 散布 度 这 样 一 
个 松 念 。 散 布 度 对 所 有 的 分 布 郊 存在 而 且 起 着 与 方 莽 同样 的 作用 。 
对 一 准 分 布 5, 就 称 下 式 中 的 8($) 为 的 散布 度 : 
8 (8) = -log| | eeig (de) Bdy) |. (11.1) 
再 把 上 式 的 括号 里 的 二 重 积 分 的 值 表示 为 4(@)， 并 称 它 为 的 
集中 度 。 对 随机 变数 wz, 也 可 将 6(z) 和 g(z) 分 别 定义 为 由 4 的 分 
布 $ 所 决定 的 5(G) 和 9(G) 。 由 完 义 立即 知道 : 
(i) 0<g($)<1, 0<6(6) 一 co， 
(站 ) gq(2) =q(2+0) —q(—2), 6(2) ~ (+a) =6(—2), 
(iii) 9(G) 一 1O6(B) 一 0GG 是 6 人 分布， 
、 (iy) 0 一 0 全 在 在 {c 小 , 使 得 2 一 on 依 杨 牵 收 伍 于 0 
丁 明 ”< 是 显然 的 。 往 证 礼 ， 由 6(2,) 下 0 得 盎 
上 6.4) 5B.(9y)->1 (是 mm 的 分 布 )。 
故 存在 {c} 使 得 
| 一 (ao)-1， 
也 就 是 
|a — elis-m) 6, (dw) ->0， 


下 


$1 散布 度 : 31 
故 得 
- | Zoodz) < - -| (一 6 )D, (az) 一 0。 

Cv) Se)->co 人 对 所 有 的 7， Q,(D) =sup B, [ac 一/ “+ 于 >0， 
三明 ” 若 兮 Stc) 一 cc， 则 92 一 0， 

Dol, ot = || &a0) Cay) < || B00) 5, ay) 


ls—0l, Yalet Im-—yl<21! 

z < eg (zn) ， 

故 得 
Ql) 坟 e oo 一 0。 

_ 反之 ,对 所 有 的 1 分 Q@,(1) >0. 


| e™ lviD, (dy) <| L +| 1 二 er 十 Qu,O) 》 
Iw—yi>t iw—yl<} 


glo) = | eng, (do) (dy) <7+ QD). 
车 取 ! 足够 大 , 使 1<6/2, 再 取 % 足够 大 使 8,(D) <s/2, 则 得 
92) <<s， 因 而 9kow) 一 0. 故 64 一 22， 
(vi) 著 合 p 为 瑟 的 特征 夯 数 ,出 
0 
因此 ,车 D4->, 则 9(B,) 一 g(B) ,也 就 是 8(Bo) ->5($) 。 同 理 ， 
若 or 一 2 ( 依 概 率 收 钱 ), 风 3(2,) 一 5(2). 
陡 明 “车 全 一 总 的 俩 反 ), 划 Dx 多 的 竺 年 数 为 19 的 | 
q®)=|| ong) sw = J) eer slaw) Cay) 


eT 


-| -zi (Dx) (dy) = 后 "| dz (Dx) (qo) 


一 z=|j sr (BrP) (dP) oo—— 了 一 元 二 | 生生。 dz 


(vii) 数 布 度 的 增加 原理 车 24, 9 是 独立 的 , 刚 
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q+y) Sg(2) MM bs+Y) >6(%), 

而 等 号 只 能 在 y 的 分 布 是 5- 分 布 时 才 成 立 。 

哑 明 ”全 x 和 的 分 布 的 特征 巩 数 分 别 为 gz 和 2a 。 则 

q (sty) = 三 | Tats) eas) 2 dz< 于 | 本名， | .dz= gq (8). 
为 使 等 号 成 让， 对 |px(2)| >0 的 必须 有 | pa(2) | 一 I。 然 因 在 
2 一 0 的 邻 域 上 | p91(2) | 盖 0， 所 以 在 同一 的 邻 域 上 得 | 9a(2)1?=1 
会 y 的 分 布 为 ,$$ 和信 反 汪 的 千 积 为 名， 因为 名 的 特征 醒 数 是 
ga(z) 1”, 闫 因 宣 是 对 称 分 布 ,所 以 当 |zi sa 时 ,有 

| e082é $a) =] 印 | —0082é) (a8) -0. 
车 从 -4 到 4 对 2 积分 ,并 以 24 去 除 , 期 得 
| 加 )Yat) -0. 


bb 


SIN 2 
然 因 1 一 - > G 了 人， 0 一 正 的 常数 ， 
、 GaC3 _ 
所 以 [全 TF) <0., 


故 委 是 单位 分 布 5(.; 0), 而 5 就 是 一 般 的 6 分布。 : 
现在 令 2 为 可 加 急 列 , 着 长 加 = 加 一 0-: ， 因 为 word 是 相互 
独立 的 24 和 Ynri 的 和 ,所 以 9 (zn) 之 9 (zw41)， 因 而 6 (21)<<6 (8,41)。 
若 避 9=limg (zn) , 6 一 1im6 (z,) , 其 下 面 的 定理 成 立 。 
. 定理 1 53 二 ce 命 9>0 今 存在 {4,} 使 得 tz, 一 一 gr》 儿 平 处 处 愧 * 
化 ,着 且 5= 6(imktos 一 0o)) 
定理 2 0 = co 后 y 一 0 全 QQ, (7D) 一 Su0p 了 to/ 三 加 坟 5 十 四 一 0. 
证 明 2 早已 在 (v) 里 令 述 过 。 往 证 1， 全 6S<co, 也 就 是 
a>0. 


q ~ lim- ek -元 | 五 on 人 2) |? 


a 吗 1 
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”由 于 g>0, 故 可 适当 地 选取 一 测度 为 正 的 集合 4， 使 得 在 其 上 有 
ITlp.(2)1?>0, 因 此  - 
[1 |9,(2) |] <o0. 
故 医 适当 地 取 一 测度 为 正 的 集合 4i， 则 能 在 其 上 得 
Pl- lg I<0<%. - 
-4a 的 测度 ( 记 为 |4a|) 可 以 假发 为 有 限 的 。 若 合 % 的 分 布 为 .多 ，G 
和 它 的 负 反 当 , 的 守 积 为 多,, 旭 和 
S|-e0)% (a6) <0. (11.2) 
因为 0<|41|<o0, 所 以 / 
/ f= -eo0 tt) 
在 0<< 18|<ce 内 为 过 和 续 , 并 且 (6) >0.。 :又 当 1E|->o0 时 ,就 由 
Riemann-Lebesgue 定理 @@ 得 用 C>|4i| >0. 又 当 | 弛 -0 时 ;就 得 
_ F 太 人 -> 二 | zdz>0., 
故 (8) 的 下 确 界 为 正 ,而 且 
如 
| ( 工 一 cog 沦 ) 叱 >8 一 > THE 
因此 ,将 (11.9) 对 2 在 41 上 积分 , 就 得 : 


é 
5) <0. 


(p>0), 


然 因 


© _ [人 EE-)? 
| | 多 (人 -| 二 Es D(Aé) Bndn), 
所 以 适当 地 取 {6} 就 得 


5 Eb)? py 
93 0. 


人 OO 参见 S. Bochner 与 K. Chandrasokharan 著 : 传 立 叶 变 式 , 何 介 和 壤 , 高 教 
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因而 1 
B06) < | ,F008) < 


5) (~—bnl <1 | 
现在 洲 训 2 二 Yn 一 0,( 当 yn— ba 1 时 )， 一 0( 当 [on— Oa | >1 时 ) 9 
则 由 .上 面 的 千 果 可 推 得 


Pt{o/styn bn 00, : 


之 E(2) <o0. 
由 第 于 条 件 ， 并 且 根 据 Borel-Oantelli 定理 ,就 知 在 某 些 号 数 
以 后 % 一 一 的 概率 为 1. 又 由 第 2 条 件 而 得 出 
SVs) < ZB), 
根据 8 10 的 定理 1， 可 知 D6 —o) (0, 一 召 (z,)) 是 几乎 处 处 收 鱼 
的 故 和 (yn 一 dn) (dn 一 6， 二 oj) 也 是 几乎 处 处 收 化。 因而 {0s 一 Qn} (an 
一 而 十 员 十 … “十 Qn) 也 是 几乎 处 处 收 化 。 车 合 lim (om 一 on) 的 特征 
画 数 为 p (2) , 期 因 | 9 (2) | "= 1pa(2)|, 而 得 gq (lim (%, 一 4,)) 二 gq， 
因而 (linm(z, 一 Cu ) 一 0。 
上 述 定 理工 中 的 数列 {o 中 做 收 伍 化 晕 数 列 。 洁 {2,} 是 收 笋 
化 常数 烈 ，{ 小 是 收 化 数列 ， 戎 {c 十 b 直 是 收 化 化 党 数列。 作为 求 


收 做 化 常数 列 的 一 个 方法 ， 有 下 述 的 定理 。 四 
定理 3 洛 定 理 1 条 伯伯 到 证， 用 下 列 等 式 
Elarctan (wn— cn)) 一 (*) 
决定 ce, 所 成 的 数列 {0,} 忱 站 纹 化 党 数列 这 里 做 Doob 的 收 
化 化 常数 列 。 


征明 首先 在 上 这 的 条 体 下 刘表 o, 是 唯 -确定 的 。 洲 合 o 从 
-co 变 到 co, 旭 如 (arotan (wz, 一 0)) 单 调 地 束 积 焉 少 从 /2 ( 狂 
义 ) 到 一 /2。 故 存在 一 个 而 且 唯一 的 一 个 o 使 (*) 式 成 立 。 若 定 ， 
理工 的 条 件 狼 满 足 , 则 存在 收 仇 化 常数 列 {e} 。 若 能 证 明 {e, 一 oo 
是 收 伍 令 烈 ， 那么 定理 3 就 被 证 明了 。 为 此 ， 只 要 证 明 {o 一 叶 的 


i 


§1i2 可 各 过 程 的 简单 性 质 外 


极限 点 是 唯一 的 就 行 了 。 现在 合 
-Conp) 一 CCp0n) 一 ( (Pun) 是 目 然 数 的 子 撤 烈 ) $9、 


因为 z l 
po — Cpln) = (Dp) — Gpem)) 一 (co 一 Gpn)) 一 了 一 0， 
所 以 
h(arctan 一 一 0C) ) = lim 万 (aro tan (oo 一 Cow) )=0,. 
故 6c 是 唯一 确 定 的 ， o 


汉 基 ”在 定理 工 中 , 马 如 中 做 收 租 型 ,而 在 定理 2 中 ;就 时 做 发 散 型 。， 
$ 12 可 加 过 程 的 简单 性 质 


分 2 人 = [4, 95) 为 可 加 过 程 。 由 可 加 过 程 的 定义 和 散布 度 
增加 的 原理 ,而 得 
(8, $1) CC (wu, v9)=>6 (一 2 >6 (py 8) 
特别 设 “= s=a, 就 知道 8( 二 6 (wy) 是 上 的 增加 画 数 。8 的 的 不 
连 秆 扣 的 集合 D 至 多 是 可 数 的 。 了 是 下 述 三 集合 的 和 。 : 
D+= {t/6CG+0) >60), tt—0) =60}, 
D~={t/6(t+0)=60), 6(t—0) <6 (6)} ， 
= {t/8(t40) 8 SO 一 SG 
如 前 节 所 述 ,对 每 一 t， 使 得 
.Et{arctan(s,—f(t))} =0 
的 常数 (四 是 唯一 确定 的 。 现 在 识 
| =—=B— f(t, =f (DD. 
但 走失 妇 <… 一 上 时， 因为 xy mn 一 1,2,… 是 可 加 倒 齐 并且 
9 (tr) 6( ,所 以 fz 一 6n} 几乎 处 处 收 钱 。 因 为 (arctanz,) 一 0， 
所 以 可 取 6 一 0。 也 就 是 说 ， {zi,} 是 几乎 处 处 收敛 的 。 其 极限 记 为 
2:-。 对 于 固定 的 #4- 除了 一 卫 - 测 度 为 0 的 集合 外 可 以 唯一 确定 
(例外 集合 是 随 t 而 变 的 ) 。 又 车 对 旭 < 友 二 … 来 考 虐 同样 的 极限 ， 
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合 它 为 ,并 把 { 寺 和 { 夫 次 在 一 起， 合 为 攻 << 攻 < > 坟 而 再 分 
所 对 应 的 极限 为 zt- 时 ,天 得 
Zi (0.0. ) 。 
故 2_ 具 概率 为 1 地 与 苏 } 的 选择 无 关 。 但 例外 的 集合 是 随 二 
而 变 的 。 为 了 定义 zt 全 而 1, 且 来 考虑 {2 一 ?4} ,这 也 是 可 加 和 假 
列 , 又 因 6 (%1 一 Zi,) 一 (26 一 Zi ) 6(24 一 21) 所 以 {%1, — 241 — Cn} 
几乎 处 处 收藏。 因此 , 人 名 ,一 0 是 几乎 处 处 收 钙 的 。 因 为 
EB(arctan (zt 一 c) 一 0， 所 以 fz} 岂 乎 处 处 收 做 。 兮 其 极限 为 si 。 
这 也 与 {的 选择 无 关 。 
定理 1 
t¢E DOP{w /Yt ==—%}=1, 
tit€ D+ P{w /z=2} =1, 6(2—%)>0, 
tC DO Pi{o/z = =1, (2—%-) >0, 
iC Do 人 8(2 一 2 >0, 6(2—2_)>0, 
在 证 明之 前 , 先 让 下 面 的 引 理 。 
引 理 车 {21, Yn，…, Un} 对 所 有 的 n==1,2,… 是 独立 的 , 并 
且 2 Yr Vn BG N00 时 分 别 几 于 处 处 收 钱 于 4 2 基 
z,y,… ,V4 也 是 独 了 并 的 。 
证明 
Boxptilbet+ PYy+ + hu) }} 
=lim EB{exp{i (95s4+ pyr +t ho))}} 
= lim Dt{e'} EH {oio” 中 -Bt{oivr} 
一 马 {0i00} a ter} .五 {ei 叶 . 


”省 分 00 2 的 分 布 为 @, $， ， 色 ， 随机 矢量 (C，V，…，2) 


的 分 布 为 下, 划 南 上 趟 知 迁 ， 有 的 村 从 丽 数 加 是 @X 古 X，. 义 色 的 
特征 夯 数 ,因而 这 两 分 布 相等 。 这 意味 着 2, y，…, 人 是 独立 的 。 
定理 的 证 明 ”由 上 面 的 引 理 ,可 知 z: 一 2/- 和 2- 是 独立 的 , 并 
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团 2 = (2 一 2 -) 十 21_， zi) = = -lim G (%) = -80)， 所 以 若 6 一 2 
= 人 (办 ,如 和 一 各 -为 一 常数 ( 具 构 这 为 I).， 由 于 (arc tan zi) 一 | 
而 得 (arc tanz,_)= lim Blarctan%) =0, 所 以 这 0 0, 
也 就 是 襄 , 了 了 (2: 一 %-) 一 21, 车 680 一 0) < OU)， 划 一 -水 为 常数 ， 
且 得 642 一-) >0。 对 于 多 来 说 ,也 是 一 样 。 综合 起 来 就 得 上 滤 
的 定 刺 。 
在 下 面 将 把 所 有 的 2 的 跃 订 2 2 cD, 奖 起 来 可 加 
过 程 ,对 这 个 4, 不 万 兽 简 车 地 用 下 列 公 式 : 下、 
Wi = 他 (2 一 Zs ) 


| ED 


作为 它 定义 ， 因 为 这 样 发 生 了 无 限 和 的 收 纹 关 题 。 因为 也是 可 
数 和 集合 ， 了 成 一 列 8 s3，"…*。 褒 


2 人 一 之 (Ze — 2 ) 一 c 


i" 


但 当 5 一 -4 时 ， 就 以 % 代替 A oP" 是 使 且 (arc tan iu 外) 一 0 的 常数 。 
因为 w? 是 独立 随机 变数 的 可 数 和 的 部 分 和 /， 并 由 散布 度 必 加 原 
理 ,得 6(w 四 ) <6(a) > 所 坟 W? 是 几乎 处 处 收 继 沐 。 这 极限 可 以 起 
为 .显然 加 arctanw) =0 | 点 就 会 知道 ， 狼 使 改变 已 . 
的 排列 也 可 以 得 到 同样 的 w 。 由 定义 显然 有 

定理 2 ww 是 可 加 过 程 ,而 pc) 是 仅 在 DD 中 的 虚 上 产 竺 咒 ， 
县 具有 正 的 跃 氏 的 和 纯粹 不 速 缠 的 增加 订 数 ,期 
当 tEDN,P{o/w = =} = 
当 i 引 DD 时 ,P{w /ws 一 Wt 二 一 和 十 常数} =1， 
: Pf0/w 一 Ww 一 一 -十 常数 } 一 1. 
湛 实 惟 2; 一 纪 一 一 0:( 选 cs 使 得 五 (arctan 一 0)， 而 去 竹林 
0 的 性 质 。 
定理 3 是 可 加 过 程 , 而 8(o) 是: 的 速生 夯 娄 ， 划 
P{o/vVi 一 一 0 一 (2.D) 
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”征明 若 设 09 一 2 一 wy 一 0 划 这 显然 是 可 加 过 程 。 因 为 
名 几乎 处 处 收 化 于 ww， 所 以 利用 上 面 的 引 理工 , 就 知道 w 也 是 可 
加 过 程 。 由 卫 (arctan2) 一 0, 就 可 以 确定 21- 和 wt 。 因此 , cs- 
和 cb 也 可 以 确定 。 由 定理 2, 可 知 Vt 一 V1 和 v2: 一 V4 稳 是 常数 
的 概率 为 1， 车 注意 到 如 (aretanop) =0， 基 知 这 常数 非 为 0 不 
训 。 因 此 , (12. 卫 成立。 由 此 以 及 定理 工序 知 8S (ob) 的 不 过 和 续 点 是 
不 存在 的 。 

综合 以 上 所 述 ,就 竺 分解 
Pet vt gt) 9(8) =f(t) te 

其 中 9 (的 是 # 的 西数 (不 包 含 已) ;Vt RI Vs 是 可 加 和 过程 ， 6 (%:) 是 纯 
粹 不 连 积 的 , 而 3(oj) 是 速 炉 的 。 而 (aretanw) 一 加 (are tan v1) 
一 0， 从 而 得 到 了 (12.1)。 对 于 w 和 ?的 关系 , 则 有 下 述 的 

定理 和 两 个 可 加 过 程 ww, it€TP， 和 wo tE€T， 蚌 独立 的 ( 邵 
指 随 机 矢量 开 w 和 II w 是 独立 的 )。 

诈 骨 由 于 为 一 为 2, 一 为 - 酒 227 一 咎 ,光一 1, 2,… ,1 的 独 江 
性 以 及 在 $ 8 里 所 述 有 关 独 立 性 的 性 质 ， 可 知 wi”， 1€TP, 和 YE, 
tET, 是 独立 的 。 故 对 于 任意 的 妖 , 如 ,…，, 如 来 说 ,mn 杂 的 随机 舌 
量 IEet 和 IE op 是 独立 的 ,因为 本 节 的 引 理 对 于 mm 杂 随 机 矢量 
也 成 立 ， 所 以 林 w 和 了 Iwvi 是 独立 的 ， 因而 卫 w 和 JIL 0 是 独 
立 的 。 

由 上 可 知 ,要 研究 可 加 过 程 ， 只 要 分 别 研 究 6(%) 是 祁 粹 不 连 


种 的 情形 和 5 (om) 是 如 入 的 情形 邹 可 。 前 者 往往 是 由 这 样 的 形状 ， 


所 构成 的 : 圈定 [a, 了) 中 的 可 数 子 集 D，, 而 对 也 的 每 一 点 1， 对 应 
二 个 随机 变数 &: 和 ,使 得 所 有 的 & 和 nt 1E 也 都 为 数 立 。 并 
且 对 wa<s<b 的 s， 分 

é, 十 区 0 
. 为 收 敏 型 司 荆 未 尾 的 注意 ) 。 由 同志 Doob 的 收复 化 常数 列 , 然 
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后 求 和 ， 若 今 其 和 为 2， 则 得 县 存 粹 不 束 粹 的 3 (ze) 的 可 加 过 程 。 
至 于 6 (ov) 是 速 逢 的 场合 ,将 在 以 下 数 节 中 来 说 明 。 
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”全 z(w%) ,itET, 为 任意 的 随机 过 程 。 因 为 对 于 每 个 mw (oa) 
是 oa 的 可 测 画 数 ,所 以 
4 一 fyjo(o) <a, ol(o) SG, We (oo) < 去 Ci， 
B= {%/lim 2 (WW) Sa}, 
0 = {w/ 对 所 有 的 有 理 数 iE 全, 2 (w) <1} 
等 都 是 可 测 集 ， 故 可 求 出 它们 的 2 测度。 “又 车 对 所 有 的 iET, 
P{0}=1, 0,= {w/w) <1}, 
区 上面 的 C 可 以 号 成 


所 以 它 是 可 列 个 -测度 为 1 的 集合 的 交 ， 因 而 P(O) - 一 1。 然 而 ， 
车 考虑 以 
一 fo/ 对 所 有 的 ti€ET, sw) <1} 
来 代替 0 时, 则 因 0'= 站 Ot 所 以 0 是 非 可 数 个 已 测度 为 1 的 
集合 的 交 , 因而 无 法 知道 其 是 否 可 测 , 并 可 分 成 三 种 情形 。 有 时 ， 
它 可 以 是 可 测 的 , 且 其 已- 测度 为 1; 有 时 它 也 可 以 是 可 测 的 ,但 其 
P- 测 度 为 0; 有时, 它 岂可 以 是 不 可 测 。 由 以 上 所 迟 , 就 可 以 知道 : 
“由 随机 过 程 的 定义 可 知 , 对 于 有 关 至 多 可 数 个 时 点 ( 的 值 
的 事件 的 概率 是 可 用 通常 方法 加 以 讨论 的 , 但 是 对 于 有 关 非 可 数 
个 时 点 的 值 的 事件 的 构 率 就 需要 进行 特别 的 讨论 。” 
有 关 随 机 过 程 的 重要 的 情形 ,例如 
(i) zwr(o) 关 于 + 是 连 往 的 ， 


。 @ 关于 可 分 账 的 详 条 寺 纶 ,可 参见 本 工 Doob 洲 ; Stochastic Processes, 第 一 
之 53. 一 一 核 省 注 
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(六 ) zi(w) 作 为 t 的 画 数 是 有 上 界 的 ， 

(iii) z:(w) 是 zt 的 增加 俩 数 ， 
等 都 是 与 非 可 数 个 时 点 有 关 。 为 了 讨论 这 "情形 的 概率 ， 就 必须 
对 随机 过 程 加 以 限制 。 首 先 注 意 到 这 一 点 的 是 Doob, 他 引进 了 所 
请 可 分 性 (separability) 的 限制 来 区 服 这 种 困难 。 

定义 ” 称 随 机 过 程 w, 二 卫 ,是 可 分 的 ,是 指 存在 了 的 可 数 子 
和 集 S, 使 得 

(5) 了 {w/ 对 所 有 的 1€ TZ， 


lim zs(o) <wi (w) <lim gs,(%)}=1., 
8—t ， 一 
8 应 3ESN . 


对 可 分 随机 过 程 w (@) ; 4E 卫 , 来 说 , 人 , (i 站) 和 (i 中 所 涉及 
的 事件 都 是 可 测 的 。 显然 , 若 (i) 所 指 的 事件 的 概率 等 于 1 如 
zi GE 了 ,就 是 可 分 的 。 
称 随 机 过 程 2,, 1E 了 TD 和 和 Yi, tiE7 ,在 弱 的 意义 下 相 后 同 “是 指 
对 所 有 的 iE 7, 均 有 
忆 tay/aw (wo) =y (ao)} =1, 
由 此 ,对 任意 的 石 , 声 ，…, 刀 ET 和 任意 的 ,EB", 就 有 
Ptoy/ (ci(o) £7, Bi, (1)) € BE,} 
=P{o/(y,.(0) ,yn (0)) EE,}. 
更 一 般 地 对 于 ECE 至:， 下 式 也 成 立 z 
P{o/T 2:€ B}=P{o/H yeE DD. 
然而 由 于 以 了 为 定 针 域 的 连结 画 数 的 到 体 0, 虽 是 BR? 的 子 集 ,但 
不 属于 至", 所 以 
P{fo/TIwEc=Pto/IIweOl 
一 定 成 立 。 洲 we, 4GE 了 ,不 是 可 分 的 , 旭 上 式 左 动 的 ww 集合 不 一 
A 天 -可 测 的 。 对 于 % 也 是 一 样 的 。 、 
在 弱 的 意义 下 相同 的 二 个 随机 过 程 ,分 使 其 中 一 个 是 可 今 的， 


$14 可 Poisson 过 程 位 
但 另 一 个 也 不 一 定 是 可 分 的 。 
依 Doob 建立 了 下 述 的 | 
定理 1 对 任意 的 随机 过 程 , 存在 与 它 在 能 的 意义 下 相册 的 ， 
可 分 随机 过 程 。 称 它 为 原水 的 随机 过 程 的 可 分 修正 (separable 
modifieation ) 。 
因此 , 著 过 程 不 是 可 分 的 , 期 可 代 之 以 可 分 修正 , 因而 只 须 研 
完 可 分 过 程 就 够 了 。 


$J4 可 分 Poisson 寺 程 . 


如 前 面 所 定义 那样 ,可 加 过 程 #1, iE 了 T, 当 罗 一 005 及 的 分 . 
布 是 Poisson 分 布 P(AG 一 站 ) 时 ， 时 做 Poisson 过 程 (Poisson 
proeess) 。 洁 它 是 可 分 的 ,上 叫做 可 分 Poisson 过 程 。 因为 Poisson 
过 程 存在 ,所 以 取 其 可 分 修正 , 就 知道 可 分 Poisson 过 程 也 存在 。 

定理 1 洛 合 2, i1€ 了 = [4, 5) ,为 可 分 Poisson 过 程 , 有 其 样 
本 过 程 具 松 率 为 1 地 是 跃 度 1 的 增加 的 阶梯 责 数 (但 是 跳跃 点 上 
的 值 处 于 左右 两 极限 之 各)。 : 

性 明 由 可 分 性 的 定义 ， 可知 存 在 了 的 可 数 子 集 8， 使 下 这 
的 OU 全 全 的 也- 测度 为 1: 

= 4 = {%/lim 2 (0) EL (0W) 去 lim to) , tET}. 

当 为 固定 时 
人 一 《10 (@) = 非 负 的 整数 } 
的 记 - 测 焉 就 为 1. 这 是 由 于 2 的 分 布 是 P(X (i 一 @)) 的 缘故。 又 
因 2; 一 zu (t>wW) 的 分 布 为 太一 人 其) 所 以 

2u 一 foy/es(o) -os(aw) > 人 
的 也- 测度 亦 应 为 1. 而 SS 是 可 数 和 集合 ,所 以 
2" = NN GaN og 


gs 个 与 
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的 P- 测 度 也 为 1。 若 mE 2", 则 作为 上 的 夯 数 ,2 (o) 就 是 路 度 为 
二 2，3，… 的 增加 的 阶梯 本 数 。 

若 能 永明 使 得 zi(o) 的 跃 度 大 于 或 等 于 2 的 w 和 集合 W 的 
-测度 为 0, 那 末 证 明 就 告 完毕 。 这 只 须 证 明 wmw (wo) 在 cst< 加 内 
具有 跃 度 天 于 等 于 2 的 跳跃 的 o 集合 六 (to) 的 -测度 为 0 即 可 。 
现在 车 识 


B={ /slat (to—4),， o) 一 z(e+ 4 一 


荆 委 《和 雪 %， 


(加 一 G) ， o)> 针 , 


则 得 z 
A (to) CC Uy Hny, 
故 得 
P(N(t)) < BPE) =0(n(T) )->0 (n>00). 
定义 ”全 ztE 了 ,为 任意 的 随机 过 程 , 且 对 任意 的 s>0， 
Pilw/|z:—%!>e}->0 (ft->3) 

时 ,就 称 随 机 过 程 在 s 上 依 概 奉 连 禾 (econtinuous in probability). 
若 在 了 的 所 有 的 点 上 依 概率 连 粮 时 ， 好 称 2, iE 了 TJ 了 ,为 依 概 并 如 重 
的 随机 过 程 。 

洲 对 上 述 的 (可 分 )Poisson 过 程 来 襄 , 姑 由 于 

Plo/|w |>s} =0(lt—s|)—0 (>9),， 

所 以 它 是 依 概 率 连 纺 的 。 但 是 可 分 Poisson 过 程 的 样本 过 程 恰恰 
不 是 速 粮 夯 数 而 是 阶梯 夯 数 。 粗略 好说, 就 是 每 个 样本 过 程 都 舍 
有 不 速 辕 点 , 但 因 不 圳 乱 点 随 o 而 变动 ,所 以 车 着 眼 于 一 个 点 ， 划 
在 这 点 上 为 不 连篇 的 概率 为 0。 实际 上 , 洪 合 zito 一 V4-o 的 避 集 合 
为 Vi 时 ,虽然 P(N =1, 但 P(N =0. 

若 zt 是 依 概 认 连 续 的 可 加 过 程 , 并 且 2 一 z1(s~ 驴 的 分 布 
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为 Poisson 分 布 ， 划 mw 时 做 广义 的 Poisson 过 程 。 洲 合 和 人) 
= 卫 (z() , 划 由 过 程 的 依 要 率 连 秆 性 , 人 (0 就 成 为 二 的 圳 入 画 数 。 
6 一 Zi(s 记 如 的 分 布 就 是 P(: ;入 (s) 一 和 (2)。 和 前 述 的 Poisson 过 程 
就 是 和 区 = 和 * (一 四] 这 一 特殊 场合 。 此 时 , 称 它 为 对 时 间 齐 次 
temporalHy homogeneoas) 的 Poisson 过 程 。 
定理 1 定理 工 相同 的 耕 论 ,对 广义 的 可 分 Poisson 过 程 来 说 

也 是 成 立 的 。 ”| 

反之 ,有 下 述 的 - 

定理 2 若 有 一 依 概 率 连 各 的 可 加 过 程 ,其 样本 过 程 具 概 素 为 
1 地 是 跃 度 为 1 的 增加 的 阶梯 画 数 , 则 这 就 是 广义 的 可 分 Poisson 
过 程 。- 

钙 明 合 w tE 卫 = fc; 轨 为 所 讨 芥 的 可 加 过 程 。 由 于 假定 
样本 过 程 是 阶梯 画 数 ， 因 而 可 分 性 是 明显 的 。 因 此 ， 只 要 诈 明 w 
一 2(G> 信 的 分 布 是 Poisson 分 布 就 行 了 。 由 依 概 率 连 缠 性 , 而 知 
对 uET 和 s>0, 存 在 8=5(e, ,并 且 当 | 一 w| 二 6 时 ,使 得 

: Pi{o/|%,—%,| >6} <s, 
但 由 Borel 的 复 盖 定理 , 可 知 在 t<v 志 s 内 可 以 取得 6(s, 与 4 
无 关 。 把 区 间 [t, 8] 划分 为 等 分 ,分 wm 在 各 小 区 间 上 的 增 量 为 
joygna pg 县 玉 3 一 ga 十 … 十 os 一 钨 一生。 合约 随 着 ozs1 
或 者 之 2 而 等 于 wz 或 者 0, 又 琢 
Yn = Yi na Tn 。 
根据 有 关 wz 的 样本 过 程 的 假定 ,而 得 
Ply—y) =1. : : 
其 次 , 才 腾 px 一 P{o/gx 一 耻 , 则 pm 二 了 P{w/yw 一 二 ,所 以 由 上 述 
而 知 , 极限 pw>0(n->o0) 对 8 一 至 地 成 直 。 又 因 {yww,$=1， 
2，…, 对 是 独立 的 ,所 以 {gy hI，2，…, 由 也 是 独立 的 。 
(i) 多 pr 入 有 限 ) 时 ， 
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Elety) lim 五 (ef = lim 1l EF (e'sym) 
一 im TI (1 —pnt+ op) ~ lim Tl (+ pr 0" —1)). 


-由 导 pu 和 和 轩 PP<max pw 忆 prr->0, 可知 上 面 的 最 后 一 式 变 
为 exp 人 A(e* 一 1)} ,于 是 知道 y 的 分 冲 是 Poisson 分 布 。 
(二) 习 py mn 一 1, 2,…, 的 子 叙 列 有 有 限 的 极限 时 ,也 与 (i) 
相同 。 
(讲习 pom>co 时 。 因 为 ps 当 n>co 时 关于 8 一 致 地 变 
小 ;所 以 对 任意 的 入 >>0 和 nn, 可 以 定 出 玉 K (nm, 和) ,使 得 
Si poh 。 
芳 习 凡 -- 名 pus, 划 与 (i) 同样 地 可 得 
下 Ce) | <lim! 开 盏 (se 1=lexzpfh(ee 一 TD} 
=~exXp{A(cosz—1)}. 
因为 可 任意 取 无 答 多 大 的 数 , 所 以 若 介 和 >co 时 , 则 在 0 二 z 二 2% 
的 范围 内 右边 为 0, 因而 | 如 (e%w) | =0。 若 全 :4 0, 剧 1=0, 于 是 
导致 了 子 盾 的 千 果 。 故 不 可 能 发 生 (iii) 的 情形 。 : 
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关于 可 分 Wiener 过 程 的 定义 和 其 存在 性 , 已 无 须 加 以 说 明 
了 。 - 
定理 1 可 分 Wiener 过 程 的 样本 过 程 具 概 这 为 1 地 为 速生 。 
征明 全 2,YET=[a, 8) 为 Wiener 过 程 , 旦 全 在 定义 可 分 “ 
性 时 所 用 的 可 数 集 合 为 S， 也 就 是 说 / 

0'={%/lim (0) <% 0) < Hm a,(w) , 1E T) 
的 概率 是 IT， 由 于 正 态 分 布 的 性 质 ,而 得 

Plo/lza—2s|> 8} =0(B8—a), 
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对 于 we=ao<o<<… 一 乓 一 有 因为 Ys = Wo, — Pa vy =], 2,……,， n, 
蚌 独 开 的 ,所 以 由 0ttaviani 的 定理 ,得 

P{fo/max|s,— val >26} <2P{w/|2 (8) -2 (8) |> e}. 

其 次 ;者 在 [ea, £8] 内 有 可 数 个 点 1， is， … 时 , 央 可 按照 大 小 的 左 序 
把 ti V2 ,tn 重 行 排 询 ,然后 利用 上 述 的 结果 ,再 合 和 一 > 恒 得 
P{w/suplz,— val >2e} <2P{o/ ze 一 和 | > ee}, 

因此 Pio/ sup |Z() ~—2(a) |>2e} =0(B8—o), 
由 可 分 性 得 | 
Piw/sup, [ZPD —2(0) |>2e} =0(B—o). 
那 末 , 洛 5 二 o0, 剧 把 [w, 5) 等 分 为 名 个 小 区 间 ,一 [0m,v-1)01,v]， 
2 一, 2， 0 就 得 


Pt{o/ max Sup [2 一 To | >28} 
v1 Eny . 


1 1 
< P{o/sup lm 一 oov|>2ey =n0 (FT)=0()). 


若 |i 一 s| 之 一 9) 10 期 上 和 s 落 大 同一 的 To 中 或 者 分 别 落 入 邻 
过 的 Tw 中 ,所 以 
Pt{o/ [op ~9;|>48} =0(]). 


Pi 人 
-因为 这 个 集合 随 % 而 玻 少 ,所 已 
P{o/lim sup |¢(t)—2(s) |>4e} =0, -> 


n ial<to—0/n 

合 一 0 就 得 定理 的 车 论 。 

当 5=o9 财 ,车 庙 

2 {wo/z1(%) 连 粮 于 4a<t<8}， 
= {w/z:(w) 巡 入 于 ac<t<co}， 

则 2 0 各 以上 所 好 名 P(O0 =1, 故 P(0') =1。 

与 Poisson 过 程 的 场合 一 ' 样 ， 可 以 定义 广 义 的 Wiener 过 程 
为 依 概 棕 巡 太 的 可 加 过 程 , 而且 2 一 2 (s> 如 的 分 布 为 正 态 分 布 。 
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车 合 必 序 wm 一 oo 的 分 布 为 (3 mr(D ,0 的 ) ,划一 21 的 分 布 为 
NC;m(s) 一 m(t) ,v2(s) 一 0)。 由 依 概 率 连 炉 性 的 假定 可 推出 
m( 引 和 2 人 是 连续 的 。 当 然 。 旬 是 增加 巩 数 。 关 于 广义 Wiener 
过 程 及 广义 可 分 Wiener 过 程 的 存在 , 扎 怕 不 需要 从 新 褒 明 的 了 。 
”定理 1 定理 1 对 于 广义 Wiener 过 程 来 论 也 成 立 。 

反之 ,有 下 述 的 

定理 2 若 有 一 依 概 棕 速 米 的 可 加 过 程 , 其 样本 过 程 具 概率 为 
1 地 连续 , 腊 它 是 广义 可 分 Wiener 过 程 。 

钙 明 分 we tET= [a, 5) 为 所 讨论 的 可 加 过 程 。 由 于 假定 
样本 过 程 是 连 强 的 , 因而 可 分 性 是 明显 的 。 因 此 只 要 诅 明 2 一 2/( 
> 从 的 分 布 是 正 态 分 布 就 行 了 。 考 虑 到 连 纺 丽 数 在 有 界 区 丧 上 的 
一 致 速 缕 性 , 因而 对 任意 的 6 二 0, 可 以 找到 5=6(s) ,使 得 

P{w/uy, v€ Lt, su 一 和 | < |2(w) —z(%) [<s}>1-s0 , 
于 是 就 可 取 一 列 st> ss>…->0， 及 取 正 整数 p(m) 使 (一 作 /p(n) 
二 0(8x) 。 若 把 1 9) 等 分 为 2， 而 全 上 = 和 oo 反 旨 雪 … 扫 加 pop 一 8， 
然后 依 yo 一 ov 一 0t 或 |yov 到 5 而 定义 ym 一 yw 或 者 等 于 0， 


- 再 设 % 二 之 %, 划 得 


P{w/y* Yn} < én, 
所 以 考 虚 到 {ys} 的 独立 性 ,就 得 
Be) lim Bo") ~lim I Bm%). 0) 
( i ) 辟 mny =— BB (Yny) ， Vnp = (yny) ,mu 一 之 2 和 4 一 = Vny 
时 , 若 m>m( 有 限 ) ,0->0( 有 限 ), 旭 由 (*) 得 
E(ey) = lim ts "I EB (eivyir—mnv)) 


:一 BE lim H(1 一 所 一 Vn 六 十 Vnp* Ole,) ) 


ge ee 


四 这 个 不 等 式 可 仿照 实 变 丙 数 芥 中 的 叶 果 洛 夫 定理 的 就 明 方 法 由 对 程 的 人 
于 对 坊 尾 部 可 扒 昌 。 一 枢 者 注 ， . 
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1 lim 11 2 于 1 tn O08n) 
Oi*7! lime mon) 二 Em 
改 的 分 布 是 正 术 分 布 。 


(六 ) wa 和 加 的 子 叙 烈 分 别 接近 于 有 限 值 时 ,也 与 和 相同。 
(iii) 当 ws 或 者 其 子 叙 列 接 近 于 有 限 值 时 , 与 人 的 做 法 一 
. 料 , 就 可 使 得 一 ms 或 者 它 的 子 叙 列 的 分 布 接近 于 入 (0, v)。 然 
四 4% 的 分 布 接近 于 的 分 布 ， 所 以 m 或 者 它 的 子 叙 列 接近 于 某 
个 有 限 值 wm, 于 是 就 归 圭 到 他) 的 场合 。 

(iy) 洲 oo~>co, 由 于 12, | 入 481， 所 以 对 任意 的 ? 可 以 定 出 
9 四 使 名 our>o。 由 (得 


be 


| 五 (eti) | < 二 全 Be ii | =@ 2 


全 中 5 得“ 这 是 矛盾 。 于 是 (iv) 的 情形 不 会 
上 发生。 - 


8 16 全 地名 的 可 如 这 和 和 天 家 可 人 分布 和 


早已 在 § 12 里 证 明了 这 样 的 分 解 : 一 般 的 可 加 过 程 Op 8E 全 ， 

可 以 分 解 为 
4 一 愉 十 双 十 9 人 ? . 
而 5(w) 为 速 纺 , 且 耳 (arc tanw) =0; 6(w) 为 纯粹 不 速 村, 且 
(larc tanv,) =0; 0 人 只 是 寺 的 本 数 ,而 且 如， 1ET, 与 v, tT， 
”是 独立 的 。 因 为 w 的 构造 已 在 屠 时 说 朋 了 ,所 以 就 剩 下 考察 ww 的 
问题 。 由 前 可 知 对 w 有 
PP{ow/W_=U=u} =1, teET, (16. 1) 

因此 它 是 依 检 率 连 纺 的 。 但 是 , 正如 对 Poisson 过 程 所 指出 的 情 
形 一 样 , (16.1) 并 不 能 表示 样本 过 程 的 连续 性 。 
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依 构 率 巡 篇 的 可 加 过 程 完 营 是 怎样 的 进程 呢 ? 下面 就 来 研究 
这 个 问题 、 

定理 1 分 "% 为 依 岂 率 速 丢 的 可 加 过 程 。 对 于 任意 的 羽 取 令 
列 记 < 加 二 下 期 co 刀 乎 处 处 收 仇 于 。 对 于 >t2> … 的 您 
烈 来 说 也 是 一 样 的 。 当然 , 几乎 处 处 收 敏 中 的 例外 w 人 集合， 一般 
是 与 二 以 及 叙 列 的 选 撮 有 关 的 。 

证 明 由 依 概 率 连 粮 的 假定 , 可 知 oo, 依 概率 收 化 于 mw。 对 
于 分 刘 丰 所 四 二 … 瑟 加 因 2 二 2 十 (2 一 2 十 十 (一 Zi 中 的 
各 项 是 独立 的 , 故 由 $ 10 的 定理 3, 可 知 zx 是 几乎 处 处 收 仇 的 。 
因而 2 几乎 处 处 收 伍 于 ww 。 对 于 九 > 加 >… 的 情形 也 是 一 样 。 

我 们 已 经 知道 ,广义 的 Poisson 过 程 和 广义 的 Wiener 过 程 都 
是 依 椭 率 溃 续 , 而 且 其 境 量 办 一 2 六 的 分 布 分 别 是 Poisson 分 
布 和 正 态 分 布 。 因此 , 由 于 考虑 一 般 的 依 概 这 连 秆 的 可 加 过 程 的 
境 最 忆 一 4 的 分 布 , 就 可 设想 它 是 包含 Poisson 分 布 以 及 正 态 分 
布 在 内 的 -一 般 的 分 布 。 这 种 分 布 是 做 无 劣 可 分 分 布 。 

敬一 条 分 布 $B 满足 


| (dE) <e, | 


居 记 之 为 BEUVU (es)。 因 此 , B, 趋向 于 单位 分 布 , 就 等 价 于 ; 对 任 
意 的 8s>0, 可 以 找到 no(e),， 当 wm>no(s) 时 GEL) ， 

将 优 松 率 连 续 的 可 加 过 程 的 增 量 2, 一 2 的 分 布 记 为 5 。 模 
据 依 概 率 连 秆 性 ,对 任意 的 :0 和 ww, 可 以 找到 5=6(e, ww, 使 得 

lv—u|<d=3 P{o/|g,— vu|>e} < e, 
但 由 Borel 的 复 盖 定 理 可 知 ,对 jt<w 志 s 而 昔 , 可 以 取 te, 4%) 为 与 
ww 无 关 的 (0(s)) 。 若 把 区 天 多 9 分 成 充分 地 小 ; 使 三 wo 人 < 和 … 
< 一 59 且 一 ww-1 二 6(8) ,期 由 上述 可 得 
Dw EU(e), t=1,2,.…,n, 


$ 16 依 概 检 连 粮 的 可 加 过 程 和 元 益 可 分 分 布 律 和 
到 由 可 加 性 ,得 
B= By Du Du , 
狂 略 地 说 , 就 是 $,, 可 表 为 充分 接近 单位 分 布 的 分 布 的 乱 积 。 
现在 脏 况 可 加 过 程 来 考 诬 。 若 有 分 布 B88， 对 任意 的 6 二 0, 成 
立 着 形状 各 
B= BrBoreexG,, GZ PEU (ee) 
的 分 解 式 时 ,五 就 是 做 无 穷 可 分 的 (infinitely divisible)。 


Nl: » NM， 9) 一 Ni*.. xn Ni= =N2=… ‘=N, 一 入 一 一 一 全 


"7 nN 
Pl(:;A\)= Pix:.. *P,,， pp pts) 


便 知 正 态 分 布 和 Poisson 分 布 都 是 无 穷 可 分 的 。 依 构 率 连 炉 的 可 
加 过 程 的 增 量 的 分 布 ( 上 述 的 B4) 也 显然 是 无 穷 可 分 的 。 反 之 ,有 
定理 8” 对 于 无 务 可 分 的 分 布 丁 ,可 以 定 出 依 概 率 速 转 的 可 
加 过 程 w, tiE [0, ,使 得 zi 一 科 一 2Zo) 的 分 布 等 于 $. z 
丁 明 当 多 =6(; mm) 时 , 惟 nr (o) 二 mot 就行 了 。 因 此 不 考 
虑 这 种 特别 的 场合 ,而 假定 85(G6) >0。 由 


|aretan (€—0) (aé) -0 


唯一 定 出 了 一 个 常数 c (之 在 讨论 Doob 的 收 化 常数 列 时 已 用 过 )， 
故此 叫做 丐 的 中 位 数 <(G) . 当 ac(G) 二 6 时 ,Bx6(.;m) 的 中 位 数 
就 为 c 十 m%。 为 了 证 明 这 定理 ,不 妨 假定 a(8) 一 0。 这 是 因为 对 一 
般 的 来 认 , 若 考虑 Dx6(.; 一 0) ,0 一 a(B) 时 ， 则 这 也 是 无 穷 可 分 分 
布 , 而 且 其 中 位 数 为 0 ,所 以 若 售 相 应 的 可 加 过 程 为 vi, 则 Y= 
+6t 印 为 对 应 于 5 的 可 加 过 程 。 

合 [0, 如 中 的 全 体 有 理 数 为 5, 规定 分 布 叙 询 5= {Bn, i<s， 
bsES} 满 足下 述 四 个 条 件 : 

(1) Ga, 


50 第 2 闪 可 加 过 程 
(这) 8s 妇 ts 人 四 Jr 田中， 
(ii) & (G0) :0， 
(iv) 6 (8Bo0) 一 好 (2) 。 
取 ss->0 的 正 数 说 {e,} ,再 全 $B 对 81 的 分 解 为 
B=B Ds Bg, DuEU (es). 
车 有 必 层 ,就 丹 wx5(:; oa 代替 8B,i, 因 而 可 以 假定 
a(B) =0, Diu=Dar Dy j=1, 2 Nn, 
驻 可 以 假定 爵 有 的 Bw 都 不 是 5 分 布 。 因 之 (Wi) 随 ? 而 向 正 地 
二 加、 对 “上 确定 2 使 得 
6 (WB,, 41) /6 (8) St (DD,,) /6 (G) 》 
同样 ,对 s (二 妃 也 可 确定 满足 上 式 的 I. 全 
CR 一 Ger 1 当 < 时 52 和 一 单位 分 布 当 ?4 一] 时 。 
C= {Bt SES, ts} TT 以 淖 做 是 B 的 近似 肤 旭 。 对 5 瑟 虽 
然 外 , (让 和 (ii) 也 成 下 ,但 (iv) 就 不 过 是 近似 的 而 已 。 从 5w? 取 
由 了 于 入 刻 而 定义 驴 为 其 极限 , 这 就 是 欲求 的 县 的 。 为 此 先 引 进 下 
述 的 ， 
引 理 . 若 罗 ,x= 人 D, n=1,2 ，; 划 丰 在 小 的 子 儿 刘 {Bn} 
和 实数 刘 {m (nm) }，, 使 得 {FD， Vi) 收 仇 于 某 个 $B。 ”特别 
当 a(,) -0 时 ,可 这 假设 mm) = 
证 明 全 于, 的 分 布 夯 数 为 了 因为 由 Bx* 轨 ,= 二 $ 得 出 
[Br mm) [P60 一 mw0)] = 人 DP, 所 以 假定 
F,(—0)&1/2, (0) >1/92 
也 不 失 普 通 性 。 由 过 条 件 得 出 
Fi) Fg) >1/2 300<Yy. (16.2) 
由 假定 $,xYD, = 人 , 便 得 


| EB, PI (do) -BE-1, 1], 
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了 下 ! 足 通 大 ,使 在 边 大 于 1/2, 然 后 适当 地 取 mn(n) 就 得 
Fl—m(n)) 一 再 (一 一 (0 —0)>0i—1, >1/2., 
故 由 (16.2) 便 得 一 !<m(n) 入 !。 因 此 ,， 可 适当 地 取 fm} 的 子 叙 列 
人 使 {mw (Wm) )， 电化 于 某 个 mm 另外 可 取 {fm} 的 子 倒 刚 一 一 再 次 
记 为 {02} 一 一 使 {Fw(2 一 mGm))}。 降 在 可 数 例 外 点 辟 外 , 收敛 于 
单调 增加 的 右 过 篇 夯 数 Zoo 。， 因 为 mn)->m, 所 以 {Ew (2 一 m2)} 
也 在 -上述 的 意义 下 趋 近 于 1o(2z) ,因而 {7w (o)} 除 在 可 数 例 外 点 
让 外 ,起 扩 于 (2) 三 Fo 人 2 十 m) 。 又 由 0 过 Eeeo) 入 工 可 得 
Frioo)—F(~o0Fo) -Fo(—1—0)>6[—1, 1. 
其 次 ,分 工 为 大 于 /的 任意 的 数 ,而 对 工 和 {Zw (2)}, 重复 上 述 的 
论证 ,就 可 待 到 {v(o) 的 子 叙 列 证 oO 使 其 除 在 可 数 例 外 局 
以 外 , 趋 近 于 某 全 如 人) ,而 是 
GQ(c0)—G(—o0)>6[—L, 1]. 
然 因 {6% (2)} 本 来 就 趋 近 于 也 (2) ,所 以 G 一 了 。 亦 得 
F(o0) ~F(-o0)>6[-L, 1. 
因为 工 是 任意 的 , 所 以 介 世 一 co 便 得 卫 (oo) 一 了 (一 o0) 一 1。 车 
分 了 了 所 对 应 的 一 维 分 布 为 。， 旧 {Bw}, 就 趋 近 于 5。。 若 <(G) 
一 0, 剧 可 由 Bx6(,;m(n)) -> 得 出 mw 一 a(G-) ,所 以 {Bw} 
本 身 就 成 为 收 合 叙 列 。 
现在 回 到 定理 的 证 明 上 去 。 因 为 Ox [Gtr] ~ 多, 所 
以 由 引 理 就 知 , 可 取 {的 子 叙 列 fn} 和 数列 {ms(s, 力 } 使 得 
{B83O#6(.; ns 力 )) 收 笋 。 这 子 银 列 { 节 的 选择 一 般 是 与 
5 (EAS) 有 关 的 ,但 考 不 到 5 是 可 数 个 ， 而 且 应 用 对 角 线 的 方法 ， 
就 可 以 取得 所 有 的 s, t 共通 适用 的 子 叙 齐 。 由 引 理 的 后 一 后 ,就 
可 得 出 m%,(0, 介 ==0。 现 往 证 mls, 四 一 0、 为 此 ,只 要 证 {mw (s, 人 } 
收 化 郎 可。 显然 | : 
Bo LB #6 ;mn Cs, )) 1 = BO ;mn (3, t) ), 
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而 由 于 可 选择 {o} 左 动 及 布 动 的 58 收 伍 , 故 foas(s ,让 }， 也 非 收 
伍 不 可 。 因而 {G@l ,也 收 伍 。 若 刀 其 极限 分 布 为 DB., 卓 当 s<t 
< 时 ,由 ExG 人 一 G9 可 得 出 5x.=Bm。 因 为 (D9) 一 0， 
所 以 a (Dor) 一 0。 又 因 
S (BHP) EE (DB) < (DoPxD,, n,n) 
此 处 ,wn,5EDU (sr) ,所 以 {n,n,#»} 趋 近 于 单位 分 布 。 故 分 上 面 
不 等 式 中 的 n->oc, 就 得 
6 (Bo0) St (8B) 6Bo), tm (Bo) =t.0 (8). 

因而 6= {9,,4; s<t, s, tA} 满足 外 (让 ，() 和 (iv) 。 
z 由 8 6 定理 2 便 知 ,存在 可 加 过 程 Wi, 1€ 5, 而 且 yi 一 yg, (>3) 

的 分 布 为 5,: ，( 在 $6 的 定理 中 , t 的 区 域 全 是 区 间 , 但 其 证 明 
仍然 适用 于 了 =S 的 场合 )。 其 次 ,对 任意 的 4E [0, 吉 取 如 ES 且 使 
太 个 # 于 {9,} 是 可 加 煞 刘 ,又 由 alyi) 一 0 及 3300 一 加 0(G) 入 1009)， 
可 知 世 小 为 几乎 处 处 收 敏 。 若 合 鞭 极限 为 z1, 旧 2, 0<t<1, 是 可 
加 过 程 , 双 因 uc) =0 和 8(o) 一 从 (6) (关于 + 回炉) , 所 以 依 
概率 连结 。 : 


§ 17 依 概 率 了 过 儿 的 可 分 可 加 过 程 的 构造 


如 早 在 $ 13 中 讨论 过 的 那样 , 要 研究 可 加 过 程 , 只 要 研究 可 
分 可 加 过 程 就 够 了 。 本 节 的 目的 是 售 币 地 考察 依 概 率 连 续 的 可 分 
可 加 过 程 的 构造 。 由 于 证 明 过 于 复杂, 所 以 从 略 。 
定理 10 若 全 21, tE [a, 0)， 为 傅 概率 如 炉 的 可 分 可 加 过 
程 ,出 其 样本 过 程 具 概率 为 工地 为 第 一 种 不 速 模 画 数 。 
车 对 所 有 的 tf(t 一 0) 和 f(t+0) 存在 ,而 且 fb) 处 于 这 两 极 
限 之 间 , 则 了 时 做 第 一 种 不 速 午 画 数 。 在 (t, .0 平面 上 夯 出 


申 随 见 本 . 工 . Doob: Stochastic Processes, 1953, 第 作价 定理 7.2.-…- 校 涯 法 
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w=f (tJ0) —f(t—0), a<t<0b 

的 图 象 。 所 请 图 象 , 一 般 地 膏 , 也 就 是 不 连续 点 的 集合 , 它 是 带 状 
区 域 D: ca<fts0， 一 co<V<co 的 一 个 子 集 8(f)。 对.D 的 任意 
Borel 子 集 加 , 写 五 NG (Cf) 中 的 点 的 个 数 为 Nj( 加 .车 加 NG(7) 
是 无 限 集合 , 旭 不 管 它 的 势 是 怎样 ,总 肯 和 (加 ) =co。Ni (本 就 是 
图 象 在 邵 中 的 点 的 个 数 。 和 rr ( 盏 ) 可 以 秽 为 了 .上 的 测度 。 特 别 是 
瑟 凌 正 离开 t 轴 ( 印 距离 为 正 ) 时 , 由 第 一 种 不 过 续 夯 数 的 定义 , 立 
部 可 以 征明 Wi( 思 是 有 限 的。 其 次 ,以 8;(B) 来 表示 如 NG 有) 中 
与 点 的 忌 坐 标的 和 数 。 也 就 是 
i ,CB) = Su = 3 (fFf4+0)—f(—0)) 


(EENGOY CfAt+O—At~ONEDR 
~ = lem :Qt aw) ， 

当 万 处 在 . 上 宇平 面 或 者 了 下 内 洗面 时 ， Sr(E) 可 以 取 十 co 或 
一 ,但 当 刀 跨 及 + 轴 的 上 下 时 ,有 时 就 不 能 确定 。 但是, 洪 如 其 
“ 正 离 开 { 轴 时 , 旭 Si(B) 可 以 确定 ,而 且 其 值 是 有 限 的 。 

营 zi(。) ,4E [a, 纪 是 依 杞 率 过 续 的 可 分 可 加 过 程 , 则 其 样本 
过 程 具 构 这 为 1 地 为 第 一 种 不 违 绪 夯 数 , 所 以 对 此 可 以 定义 上 述 
的 和 (加 和 Ss(B) .这 时 它们 都 与 有 关 , 且 是 的 可 测 丽 数 。 

定理 2 NN,(H) 的 分 布 是 Poisson 分 布 。 但 此 时 规定 恒 等 于 
co 的 随机 变数 的 分 布 为 P(:;o0). 

定理 3 车 轧 , 妃 ,… 为 互 不 相交 , 旭 入 (BI) ,入 (Bs) ，… 为 
相互 独立 ,又 车 裔 加 交 ,有 

N,(E) = 一 之 Ns (EB,). 

以 AN 表示 随机 变数 的 系 {Ns (bE)}s. 由 上 述 二 定理 可 知 , N 
非常 类 似 于 Poisson 过 程 。 在 这 种 意义 下 , 八 对 做 Poisson 可 加 
肾 。 若 分 六,(B) 的 均值 为 n(B), 则 入 ,( 召 ) 的 分 布 为 PC ;mB). 
由 入 ,如 ) 的 可 加 性 便 知 ,n( 恕 是 D:a<i<6b, 一 <u 人 0， 上 的 
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测度 。 因为 当 百 攻 正 离开 旧时 入,(B) 恒 为 有 限 , 所 以 mn( 加 ) 也 
是 有 限 的 -2 有 在 召 不 离开 主轴 时 有 可 能 为 ,而 其 万 大 到 的 经 
度 就 由 下 述 定 理 苔 出 。 


定理 4 人 , | van (dt du) < o0, 


合 从 4 到 上 的 2 的 跳 牙 点 中 跃 度 绝 对 值 在 1 以 上 的 总 和 
为 9。 办， 即 


S00) = | | uNAdrdu) . 1 


这 就 是 可 加 过 程 。 当 or->cc 时 , 一 般 地 说 5, (不 收敛 ， 人 运 当 和 
加 茂 一 个 上 的 画 数 与 @ 无 关 ), 就 可 以 使 之 收 敏 。 这 就 是 

定理 5 若 融 

Sr 一 8 (0) — | T gd, 

则 当 wyeo 时 ，& 人 具 概率 为 1 地 关于 上 一- 致 收 敏 。 游 仿 这 极限 
过 程 为 SO , 则 这 也 是 可 加 过 程 , 而 且 w=S(t+0) -SG-0) 的 图 
象 和 vw= orto 一 2-o 的 图 象 具 概率 为 工地 是 -和 致 的 ，， 

由 这 定理 知道 ,% oro 一 SG 二 0) 具 概率 为 了 地 为 /的 过 和 
阔 数 。 又 有 

定理 6 yw 是 可 分 正 态 过 程 , 且 与 上 述 的 Poisson 可 加 系 
N= {N,( 丁 }s 是 独立 的 。 

粽 合 以 上 所 述 就 得 


it 
Vit0 CO—= Yi 十 lim| 本 | [uN Cdr du) 一 


mi et 


了 二 n(dz ov) | , 


”18 无 穷 可 分 分 布 的 标准 形式 


分 双 为 无 状 可 分 分 布 。 如 在 8$16 里 所 证 明 的 那样， 2 可 以 看 
做 晃 某 些 依 概率 连续 的 可 加 过 程 mw, 0<ti sl, 的 4 的 公布 由 
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于 采用 可 分 修正 ,就 可 以 假定 z 为 可 分 。 利 用 前 节 的 车 果 便 得 
| 各 
zw-gt lim| | Jun Caraw — 了 二 nardu) | . 


由 于 入 是 Poisson 可 加 系 及 (yi) 是 与 人 独立 的 可 分 正 态 过程 , 若 
股 五 (gy1) 一 7 ( 力 ， 玉 (0 一 9 ,就 得 


EH (er) 一 oxplim (#) 一 2 22 


, t ist 1 0 
+lim| | ez 1 1 +o? 7)" (dr ra 


肯 mw (qu = | _n (dz dw) , 天 得 


FE (eise°) =exp{im (2) 一 ?中 22 


. ， 上 ti 

+lim| (< 1 Ts) me (aD. 
在 这 里 ,车 全 1 一 1, 划 左边 为 妃 (e"") ,也 就 是 mm 的 分 布 $ 的 特征 
硬 数 py()。 记 mm(D) 一 mw， 0(D) 一 2，m( 如 一 {0}) 一 n(B)， 于 是 
就 有 z 站 
p (Ga) =expl im 2— 名 2+| (6-1 一 了 和 2 jn |， (18.1) 
此 处 % 是 实数 ;2 宇 0, nn 是 测 找 ， 而 且 

n({0}) =0, | 3 ng <oo。 


这 就 是 P. Lévy 关于 无 穷 可 分 分 布 的 标准 形式 。 反 之 对 于 满足 
上 瀑 条 件 的 mi 0, n(dwu) ,车 以 (18. 了 来 定义 9 0 ， 旭 这 就 成 为 无 
穷 可 分 分 布 的 特征 画 数 。 为 了 证 明 (18.1) 是 特征 西数 , 只 须 注意 
到 , 车 全 使 得 p (2) =exp (水 (2) ) 为 特征 丽 数 的 小 (2) 爹 体 为 甸 , 央 
只 要 注意 下 列 的 事实 即 可 : 

(i) 从 更 态 分 布 以 及 Poisson 分 布 的 特征 丙 数 的 形状 大 来 ， 
可 知 bmz， 一 癌 2， A\(e*—1)EYV, 
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(ii) ye EP EV, 

Gii) bi, balD ,ho EPSD hz) EY, 

(iv) pi2) EBP, 广义 一 致 ) 沪 由 (2) E 轨 ， 

其 次 ,来 证 明 (18.1) 对 应 着 一 个 无 穷 可 分 分 布 。 洪 在 (18.1) 中 ,将 
mm 4 和 各 乘 以 1/n 而 得 到 的 画 数 记 为 91(2) , 则 p (2) = gn(2)"， 
”又 因 当 n->00 时 gi,(2) >1( 义 一 致 ), 所 以 ,车 分 别 全 对 应 于 9 (2) 
和 有] pn (2) 的 分 布 (其 存在 性 在 前 面 已 有 了 证 明 ) 为 和 5,, 莽 

5 一 Broxex 人 Bn 个 )，V,-> 单 位 分 布 ， 
于 是 $ 是 无 劣 可 分 的 。 | 

这 样 一 来 , 就 可 知道 9 (2) 为 无 穷 可 分 分 布 的 特征 画 数 的 必要 
而 且 充 分 的 条 件 是 : gp (2) 能 够 写成 (18.1) 的 形状 。 着 且 还 可 以 证 
明 , 在 这 场合 下 , (18. 了 中 的 mw 和 n(dw) 能 由 分 布 所 唯一 确定 ， 
但 证 明 在 这 里 从 略 。 

正 态 分 布 就 是 在 (18. 了 ) 里 (du) =0 的 场合 ， 而 Poisson 分 布 
就 是 这 样 的 场合 : 2=0, m(do) 的 负荷 者 仅 是 一 点 工 而 且 w%({]) 
一 入 ，M 一 人 /2。 

前 丽 臣 明 了 无 穷 可 今 的 分 布 可 以 才 示 为 某 一 个 可 加 过 程 的 夫 
量 的 分 布 。 不 仅 如 此 , 而 且 还 可 表 为 对 时 间 齐 灵 的 可 加 过 程 的 增 
量 的 分 布 。 实 际 上 ,车 把 的 特征 丽 数 写成 (18.1) 的 形状 ,而 且说 
9 (2) =exp( 由 (2)), 划 gi1(2) 一 exzpfth(o)} 也 是 特征 夯 数 。 洲 合 
”G4 (0<s<ES1) 为 对 应 于 oz2) 的 分 布 , 则 由 Viz)pe(z) = gi4s(2)， 

得 出 Bx 一 Bls<t<w) 。 因 此 ,存在 可 加 过 程 mw, 0<t<1, 使 
得 2; 一 Z(t 和 s) 的 分 布 为 FB: 。 因 为 8 仅 与 1 一 s 有 关 ; 所 以 mw 是 
对 时 间 齐 次 的 。 

(18 . 必 又 可 以 写成 下 述 的 形状 : 


9 (2) 一 oxp{ mz 十 | ( er*—1 一 了 1 二 他 cuw| ， (18.2) 
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此 处 G (dw) 是 开 上 的 有 界 测度 。 当 v=0 时 ,被 积 画 数 在 %=0 时 
是 没有 意义 的 ， 但 可 以 *>0 时 的 极限 为 其 定义 ， 部 为 一 /2. 所 
以 0 这 一 点 的 9 测度 G40) 相当 于 (18. 了 DD 的 v。(18.2) 是 
A. Khinchin 所 获得 的 。- 
特别 是 马 的 方 盖 矿 ( 瑟 ) 为 有 限时 , (18.1) 可 以 写 为 


DO(2) =exp im 一 2 2 十 | (ei Ii) n (du) +, 
. | 2 I (18.8) 
una <co 。 
此 处 的 m 与 (18. 了 中 的 m 是 不 同 的 ,而 wa 孝 是 相同 的 。 这 
是 Kolmogoroff 所 建立 的 形式 。 又 当 
| uln (Adu) <o0 : 
时 , 剧 可 以 写成 四 - : 
p00) ~exp{[imz 一 名 十 | (ew— ndu},. (18.4) 
这 时 0,n 仍 与 (18. 了 D 的 那些 相同 ,而 c 就 与 (18. 了 D 的 有 所 不 同 。 
特别 若 所 对 应 的 可 加 过 程 仅 赁 跳跃 而 变化 时 , 则 


gp 全 =-erp|| ("Dndw}, (18.5) 
又 若 仅 赁 正 的 跳 牙 而 变化 时 , 则 四 
g (9) -exp|| Ce*™—Dn(aw |. (8.6) 
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Poisson 过 程 原先 是 这 样 引进 的 : 它 是 在 各 瞬间 的 独立 墙 量 
加 起 来 的 整数 值 随机 过 程 z1, 而 且 还 满足 
P(Ag1=0) =1—NA M40 , PlAm=1) =% L140(40), 
Plldr=E) =0(4t) ,£2,. z (19.1) 


关 
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若 对 时 间 不 是 齐 次 的 , 闭 么 以 4 的 来 代替 》, 入 邹 可 。 例 如 出 各 
小 汽车 的 司机 发 生 事故 的 次 数 ,作为 第 一 次 近似 来 说 , 误 为 可 以 由 
Poisson 过 程 来 描述 。 因 为 在 交通 量 少 的 时 候 事故 就 少 ,而 在 上 下 
班 时 间 事故 就 多 ， 所 以 对 时 间 不 是 齐 次 的 。 又 因 在 发 生 事故 后 的 
一 定时 间 内 是 会 特 加 留心 的 , 所 以 对 独立 增 量 的 假 淮 也 并 不 符合 
实际 的 。 著 考虑 到 这 些 因素 , 则 应 有 第 二 近似 , 但 现在 不 去 前 
论 它 。 

严格 地 说 , 所 谓 独 立 增 量 也 就 是 可 加 过 程 。 故 在 对 时 间 齐 次 
的 场合 下 , 可 由 (18.6) 得 


prs (2) = E00) exp | (#—8) | (e™— Dn (a | 。 

又 困 跃 魔 是 正 数 ,所 以 wa) 的 负荷 考 是 匡 ，2，3，…} 而 且 
一 op {CHP -De ,So= [nd <o%, 
—exp{1— (P08) 人 一 人) + (6—s) Domont+oli— 9)}, 


因而 由 (19. 也) 得 03 一 C3 一 … 一 0， 县 得 
os =exp((t—s) (er—1)6) . 
这 就 是 膏 ,21 一 2 的 分 布 实际 就 是 Poisson 分 布 。 对 时 间 不 讲 次 
的 场合 也 可 以 做 出 同样 论证 。 
合 co tE [0， cc) ;为 齐 次 的 可 分 Poisson 过 程 。 合 oi(w) 的 梯 

本 过 程 的 增加 时 允 为 Po(o) ,To0(@) 十 和 (oo) To(w) 十 于 (ww) 
十 Ta(o)，…。To(o)，2a(o) ,了 Ts(o)，… 是 在 0, 1, 2, … 上 的 停 
留 时 间 。 每 个 7o, 了 ai, Ts, … 都 具有 相间 分 布 (中 做 指数 分 布 
exponential distribution) , 邹 

Plo 和 一 6 一 0 …， 
而 .县 是 相互 独立 的 。 首 先 , 对 于 To 得 

P{o/To>t = P{ow/s,=0} =e-’t 
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放 To 的 分 布 密度 是 he ?Qt 其 实 ， 分 二 > 为 ， 而 求人 Po Dj) 的 分 
布 。 得 到 四 

~ P{o/To>b, TotTi>H} = PP{o/v,=0, v=0 或 者 1 

=P{io/w,=0, v= 0)} +P{w/m,=0, z+, = 1} 
= the ean to), \ (fi — to) 
一 6 十 入 (页 一 加) 了]， 
ElflTo, PT)}= Etf (To, TotTi 70)} 


fy a ois 


J Ot10+¢ 
— 引 f (to, 在 一 加) Nestodt 
ti>to 


: -| 上 | Go， NYE -attatiGt GE . 


故人 2 TD1) 的 分 布 密 度 是 eA 二 由 此 知 遵 ， To 和 人 ij 的 分 
布 是 相同 的 指数 分 布 , 而 且 两 变数 是 独立 的 。 对 于 了， 四 2 
也 是 一 样 的 。 四 
利用 这 种 停 久 时间 的 关系 ,就 可 以 用 下 述 方式 水 物 造 Poissof 
过 程 : 合 2o, D1, Ts，… 为 独立 随机 变数 伍 列 , 且 诊 
P{w/T, > 一 et n=0, 1, 2，…， 
敬 识 | 四 
z=inf{n/Tot+Ti TF.… + 全, 之 从 ， 
划 w 为 Poisson 过程 。 在 下 面 举 出 一 些 实例 来 说 明 东 种 构造 
现在 假 珊 电灯 泡 的 耐久 时 间 服 从 指数 分 布 。 也 就 是 假 巩 在 
时 间 和 (十 只 时 间 之 问 烧 掉 的 概率 为 he-*'Qt 。 车 使 用 这 种 电 杂 
泡 , 且 在 它 烧毁 后 便 立 即 换 上 新 的 , 那 末 , 在 时 间 之 内 烧 掉 的 电 
灯泡 的 个 数 2 就 为 Poisson 过 程 。 这 种 构成 法 在 对 时 间 不 齐 奖 的 
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场合 是 不 能 适用 的 。 

另 一 个 有 兴趣 的 构成 法 是 这 样 的 : 以 服从 Poisson 分 布 的 随 
机 变数 xz 和 服从 [0, 1] 上 的 一 致 分 布 而 且 相 互 独立 的 随机 变数 
Yi 9%a， … 为 基础 。2z 与 Wi ga，… 也 假定 是 独立 的 。 又 会 [0, 纪 的 
示 性 画 数 为 c.(E) 。 若 吐 

2 (oo) ， 


如 > 为 Poisson 过 程 。 实际 上 , 若 取 0== 如 过 在 过 … 过 =1, 又 者 
不 (2 一 24 ,5 一 1，2,…, 0) 的 分 布 时 , 草 得 
P {o/s D1, = hk, $=1,2, n} 
二 P{w/z= 郑 hh, 在 Y1，…,Y 之 中 有 i 个 沙 入 到 1, |， 
一 工 , 2， n} 


一 入。 A kb! 天 站 一 
= 一 CC hr 而 1 ,| I (&—t&- 1) *, = Zh， 


alteti) (A (bi — (fh 一 真切 ) ) 的 
He Ah 


这 就 是 说 , 2, 0<<t<1, 是 Poisson 过 程 。 在 对 时 间 不 弄 次 的 场合， 
也 可 以 同样 构成 。 


§ 20 复合 Poisson 水 程 


苹 考 处 仅 任 跳 跃 而 变化 并 对 时 间 齐 次 的 可 加 过 各 21 O<t 
<co。 显 然 


Pst (2) 三 B (et) 一 oxp1 起 一 3) | er 一 了 hm (du) |. (20.1) 
这 时 满足 
| nd <co， | |uln (dw) <o0. (20.2) 


此 时 ;高度 的 稻 对 值 大 所 某 个 正 数 的 跳跃 ,在 有 限时 间 内 就 具 概率 
为 1 地 为 有 限 个 ,但 高 度 接近 于 0 的 跳跃 ,一 般 地 谣 是 无 限 的。 但 
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风 跳 跃 高 度 的 和 其 概率 为 工地 是 绝对 收 伐 的 ， 所 以 o 一 就 为 跳 
跃 高 度 的 和 所 确定 。 若 考 虚 稍 比 (20.2) 为 强 的 条 件 ,而 识 

一 n (du) 一 co (20.8) 


时 ， 则 在 有 限时 关内 的 号 跃 具 竹 达 为 工地 为 有 限 个 。 这 样 的 可 加 
过 程 呈 做 复合 Poisson 过 程 。 
现在 ;者 改 
§ (du) 一 和 -tm (du) ， 
有 旧 了 为 实数 轴 上 的 概率 分 布 。 把 (20.31) 改写 一 下 ,就 得 
pu (2) exp{ | | | (em 1) (du) .dr 上 (20.1) 
由 此 式 可 知 ,在 时 和 间 dz 之 间 发 生 跳 跃 的 概率 是 
| D(A) NAT=N dT, 
而 其 跳 跃 高 度 处 于 dw 内 的 概 球 就 是 (4w) 和 adr。 故 了 do) 就 可 
以 看 做 跳跃 高 度 的 分 布 。 
更 在 若 分 zi 在 [0, 杂 内 发 生 吵 咕 的 奖 数 为 Ni 那 末 六 :就 是 
Poisson 过 程 , 而 且 
hl2) = Be Ns)) ~exp{(t— 3) A (es— 1)}. 
词 时 ,zz, 和 A; 具有 相同 的 跳跃 时 列 。 所 以 Ai 的 跳跃 高 度 虽 然 恒 
等 于 1, 但 2 的 跳跃 高 度 却 随 2 而 分 布 。 
把 ps 人 2) 的 表示 式 改写 一 下 ,就 得 
put (2) = 06%) 


C(t 5 = 了 2 $2)", $2) = | oe'*uD (dwu) . 


gy OACt—s) (A Qe $8) )” Dn 


= Pn; ht—)) Dm, Bre 个), 
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从 这 个 观点 就 可 以 构成 如 下 的 复合 Poisson 过 程 : 合 TD， 
人 Ps Wy W329 一 为 独 江 随机 变数 ,是 裕 

z P{o/T>t=e*, P{o/WuE dv} = (dv). 
对 此 ,和 车 定 义 必 为 
py =a 十 人 1)， 
: m=1, 2,..), 

划 这 就 是 上 述 的 复合 Poisson 过 程 。 此 处 1, 1， … 是 到 下 一 个 
跳 牙 发 生 为 目的 等 待 时 间 ,而 ,ws，… 是 跳跃 的 高 度 。 

作为 复合 Poisson 寺 程 的 例子 , 可 以 举 出 出 租 小 汽车 的 司机 
由 于 事 枚 而 造成 根 失 的 总 计 。 前 面 已 痪 说 过 ,事故 欢 数 的 总 计 是 
Poisson 过 程 ( 假 坑 为 齐 次 的 ) ,但 若 刘 今 事 故 所 造成 的 捐 失 的 分 布 
为 印 , 划 损失 的 总 计 的 分 布 可 由 (20.1) 葵 由 。 


$3 21 稳定 分 布 和 稳定 过 程 


车 二 个 分 布 扣 和 四 可 虫 某 个 正 数 和 >0 详 灶 成 下 述 的 关系 式 
PE)=BNE), MB={\£; EE 再 }， (21.1) 
因 冰 和 罗 时 做 和 同 构 。 车 全 加 ,多 的 分 布 画 数 和 特征 画 数 分 别 为 
,GG 和 9; 吵 , 剧 (21 .二 等 价 于 

Gp) 一 万 (Mo) (21.1") 

或 者 : | 
v(N2) = 9 (2) ， (21.1") 
随机 变数 不 的 分 布 和 入 * 革 (入 >>0) 的 分 布 是 同 构 的 。 均 值 为 0 的 
正 态 分 布 就 (; 0, v) ww>0) 和 标准 正 态 分 布 入 (*';0, 1) 是 同 构 
的 。 
车 与 分 布 6 同 构 的 任意 二 分 布 @r 和 6 的 黎 积 aGs 又 
与 8 同 构 时 , 则 到 时 做 稳定 的 (stable) 。 若 是 稳定 的 , 上 则 与 牙 
闻 构 的 分 布 也 是 稳定 的 。 标 准 正 态 分 布 就 是 稳定 的 。 对 稳定 的 外 


四 
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的 特征 丙 数 2 (2) ， 能 得 到 下 面 的 特性 : 对 任意 的 XXX3>0, 存 在 
和 一 人 (和 Xi， 入 a) 盖 0, 使 得 
P (M2) = 9 (M2) p (Na2) 。 (21.2) 
由 此 可 以 证 明 z 
定理 1 稳定 分 布 是 无 益 可 分 的 。 z 
事实 上 ,由 (21.2) 便 知 存在 4>0, 使 得 g(az) gp(z)，?。 由 此 可 得 
9 (0%) =9(2”. (21.3) 
车 4o=1, 则 2(2 一 0 。 故 2(z) 一 或 者 0. 因为 2 2) 是 过 篇 
的 , 而 且 w (0) =1, 所 以 gz) 三 1。 故 是 单位 分 布 ,显然 是 无 淄 
可 分 的 。 车 4<1, 则 |p |=1L。 这 是 因为 , 若 有 一 2 使 得 
gz) | <1 那 末 在 (21.3) 中 命 w>co ,就 得 I= 0, 因而 得 出 矛盾 。、 
由 |p(2) | 二 1 得 出 3(G) =0, 也 就 是 落成 为 6 分布 。 肉 而 也 是 无 
穷 可 分 的 。 若 a>>1, 莽 在 (21.8) 中 以 z/ar 代替 z 就 得 
| 2 2) =9(a "wy)”. (21.4) 
因为 9 (4-"%) 也 是 特征 画 数 , 而 且 当 %->co 时 广义 一 致 收 钊 于 1， 
所 以 由 (2 叶 .4) 就 显示 了 巧 是 无 穷 可 分 的 。 
由 上 面 的 定理 ,可 知 9 (2) 可 以 霄 示 为 形状 


J (2) 一 6 由 (2 一 ?nz 一 豆 2 十 | el 一 工 一 Te 7 )n (du) ， 
(21.5) 
而 (21.2) 就 变 成 
VM) = NM) FA) (21 .6) 
由 此 就 得 : 
定理 2 i : i 2 


由 (2) = (tos jor) al (co>>0， 一 ceo<ci<<co， a>0), 


在 (0)=0 的 场合 ， 站 a0, 定理 就 成 立 ， 因此 不 考虑 这 个 志 
合 。 和 由 (21.6) 可 知 , 对 正 的 整数 吨 存 在 om>0, 使 得 
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f(a) =n) (2) . 1.7) 
至 于 对 严 的 有 理 数 Y 一 qg/P 来 说 , 若 谢 4r 一 0 /Con 基 
a) 一 or。 (241.77) 


现在 往 证 w 是 由 7? 而 唯一 确定 的 。 为 此 ,只 要 由 假 席 山 (az) 
”一 由 (Bz) , a>B>>0, 而 引出 子 盾 就 行 了 。 席 y=B/a, 就 得 由 (2) 
一 出 (72) 一 出 (722) = > (0) =0。 帮 得 由 (2) 三 0, 而 这 
就 是 除外 的 场合 。 由 (21.7') 可 知 , 对 正 的 有 理 数 "+, 8 来 说 ， 
vars) 一 9 出 (asz) 一 Ts (2) 一 由 (onsz) 。 故 40s=Qrs。 又 由 (21.7') 
得 

网 人) = rr" or"z). | : 
当 r<1 时 ,车 0.>>1, 则 由 (2) 一 山 (0) =0, 于 是 得 出 耶 盾 。 因 而 车 
7r 委 1), 则 wsl. 车 ss， 则 or 一 arscs 和 we 。 故 只 要 了 在 有 界 区 间 
里 变动 , gr 也 总 是 有 界 的 。 车 和 一 >!L 则 得 0,>1， 这 是 因为 , 车 合 
也 的 某 个 子 叙 列 接 近 于 a, 那 末 由 上 面 的 讨论 便 知 a 是 有 限 的 。 
著 把 (21.7') 中 的 叙 刘 代 玉 这 个 子 叙 刘 , 旭 得 其 极限 内 (az) = 小 (2)， 
” 故 4=1。 由 上 所 述 便 知 , or 在 有 界 区 间 上 关于 了 是 一 致 速 炉 的 。 


”， 故 车 对 正 的 实数 记 定 义 1 一 lim ar(r 是 有 再 数 ) 时 , 即 得 


(as) = ty) (2) ) C= Ci 为 溃 转 。 
故 由 最 后 的 二 个 条 件 就 得 出 ww 一 Bo(a>0) 和 
Yaz) 一 az (2) 
因而 避 := 工 就 得 y(c) =a 中 (DD) 。 并 且 业 一 0) 0) =a$(D. 


$0 |sl"(—oin EE). 


”因为 1p (2) | 入 二， 所 以 o 必须 为 非 负 。 由 于 9 (2) =exp 峭 (z) 是 无 
纪 可 分 的 分 布 的 特征 本 数 , 所 以 可 以 定义 对 时 间 卉 次 的 可 加 0 过 程 
D1, 0<t<o%0 ;使 得 
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pis (2 = Ble 20) =oxp{(s—D 2)}. 
壤 假 设 小 (2) 能 够 写 戊 (21.5) 的 形状 , 则 zi 从 0 到 之 间 的 跳跃 高 
. 度 中 属于 dw 的 个 数 的 均值 为 rn(du) 。 又 对 正 数 4, 车 合 Y;=az， 
- 姑 它 也 是 可 加 过 程 ,而 且 z 
pg) =E(ee)) exp{(s ~ (a2)} orp{(s—t) a (2)}, 
因此 ; % 从 0 到 之 间 的 跳跃 高 度 中 属于 dw 的 个 数 的 均值 就 为 
traron (dw) 。 由 于 纺 一 ao2， 所 以 后 者 又 等 于 如 (du/e) , 即 必 从 0 
到 上 的 跳跃 高 度 中 属于 wya 的 均值 。 故 
n(dvu/a) =a.n (dv), 
MA (1) -| (qz =| nm 一 | ed 一 On (1), 
且 有 ndw) 一 oo du (>>0) , 此 处 6 为 常数 。 当 w<0 时 也 可 
得 同样 的 嬉 果 。 
这 时 ,可 衣 : 
nw =o. ids (ww>0) 
一 -| “1 .(u<0) (ei>0), 
对 于 x“ 的 限制 , 划 有 下 述 的 . 
定理 3 巧 是 正 态 分 布 , 此 外 必须 0<a<2. 
证 明 车 0c,=c_==0, 央 B 是 正 态 分 布 。 若 cf 和 6c- 之 中 有 一 
个 是 正 的 , 妈 由 于 | ,wn(9w) <co 而 必须 0<a<2 . 
将 w 的 值 分 为 0<w<1,1<au<2 和 w=1 等 三 个 场合 来 诗 论 。 
(i) 0<a<1. 这 时 因为 
| n(du) 一 co ， 人 wn(dw) <o0, 
.所 以 得 出 
=ims 委 2+o | (ee 于 5 十 e_ | DT 
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上 式 中 含有 积分 的 项 应 为 0《|z1") ( 当 *>0 及 ->co 时 ) ， 例 如 当 
2>0 时 


| (eu—1)d 0 = — OPC 一 TV | (e™— 1) ja dy (z>>0)， 
由 于 水 (z) =0(|z| 中 ,所 以 着 虚 %->oo EE 0 一 0 一 0. 故 . 
(2) -| (@1*4 于 )— -和 十 c- | (eC—1) [2 Ts 


因此 , 在 这 个 场合 下 , 对 应 的 可 加 过 程 w 的 样本 过 程 具 概 李 为 1 
地 是 仅 洗 跳跃 而 变化 的 纯粹 不 连 炳 画 数 。 并 且 除 6; =。_ =0 的 特 
别 情 况 以 外 ,跳跃 的 个 数 具 概 率 为 1 地 是 无 限 的 ,在 定理 2 中 已 狂 
证 明 co 之 0, 但 若 ce=0, 则 | 2 (2) | =1, 因 而 $ 就 成 为 6 分布, 并 日 
yz) 一 imz (m 是 常数 ), 但 这 只 有 在 ci=m=0 的 场合 即 瑟 是 单 
位 分 布 的 场合 才能 成 立 的 (应 注意 到 0<a< 刀 。 又 因 jp (2) | 
一 exzp( 一 ojz|9 (0<a< 了 ), 所 以 gp (9) 既 属 于 Li(RD), 又 属于 
La(RY) 。 故 其 Fourier 变 式 是 回炉 画 数 。 这 就 表示 了 与 pg 对 应 的 
分 布 下 是 具 逐 粮 密 度 的 。 巴 然 样本 过 程 是 纯粹 不 连 粮 的 ， 可 是 
分 布 却 又 具有 溃 绫 密度 , 这 倒是 有 兴趣 的 现象 。 这 是 因为 不 达 续 
的 责 数 鹤 平 均 后 而 变 为 连续 的 条 故 。 
(ii) < 之 a 过 2， 这 时 


rode [md -os fn < 
因此 


由 (2) =imz 一 怠 2 二 Cy | 《8 名 一 工 一 一 和 20 一 一 


-5 和 


mw 。 


十 o | (eti 一 1_ ja Tw 


因为 积分 项 等 于 0(|z|") ;所 以 着 不 到 z->0 及 z->o0 时 的 阶 数 ， 就 
得 m=v=0, 而 且 : : 
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起 村 st 时 - 不 
山 (2) =0+| (@**— 1 — i ) +- | __(e -1~iw) Ts。 


对 应 的 可 加 过 程 的 跳跃 个 数 以 及 高 度 的 绝对 值 之 和 都 具 概率 为 1 
地 为 oo, 但 是 任意 取 B( 二 a) 时 ,跳跃 高 度 的 袍 对 值 的 6 乘 军 之 和 


之 [Zrro— Zr .ols 
0O< 人 Tet 


却 以 概率 为 1 地 为 有 限 。 由 于 其 中 高 度 的 先 对 值 大 于 1 的 跳跃 是 
有 限 的 ;因此 ,只 要 考虑 在 1 以 下 的 绝对 值 就 行 了 。 因 为 其 均值 为 
| 
所 以 其 本 身 就 是 具 概 纵 为 工地 为 有 限 。 

“(iij) a=1， 因为 


由 (2) =ic1z— colz| 


又 


Fe 


所 以 


好 “ du | 
A WY -对 (cos 2u—T) ~ rz|, 


oso (fisu_ 1: 2 癌 
(2) = i02 二 加 (。 1—s Tm 


这 时 对 应 的 分 布 是 Qauchy 分 布 。 因而 对 韦 的 可 加 过 得 叫做 
Cauehy 过 程 (Cauchy process) 。 

如 上 面 得 出 的 可 加 过 程 那样 , 对 应 于 稳定 分 布 的 就 呼 做 稳定 
过 程 (stable process) 。 (i), (让 的 场合 和 (i 让 的 Cauchy 过 程 , 正 
态 过 程 ( 见 定理 3), 以 及 作为 后 者 的 退化 的 情形 而 有 必 一 mt(m 是 
常数 ) 的 场合 ,等 等 都 是 稳定 过 程 。 


第 3 章 平稳 过 程 
$22 平稳 过 程 的 定义 


所 谓 斑 稳 和 过程 是 指 描 述 对 时 并 的 变化 保持 着 平稳 性 的 现象 的 . 
随机 过 程 。 平 稳 的 定义 有 强 咽 二 种 。 分 OO) ,1tET=(—00, ce) 
为 一 随机 过 程 , 且 识 

m() Ble), vlty ) =—B((0,— BC)) Co,—B (0s))) 

Di 4, (BB) =P{o/ (ws oO EP}. 

车 对 任意 的 ts 和 有 均 有 : 
mtth)=m(t), v(t+h, s+h) =v(, 3), 
则 称 w 为 弱 平 稳 过 程 (weakly stationary stochastic process) 。 此 
时 , m(t) 是 常数 oo) ， 丽 2 9) 是 i 一; 的 函数 (一 9) ) 。 落 对 
任意 的 2 和 { 引 ， 均 有 
D4,,, ts h, ,tnt D,, ta 
则 称 vi 为 强 平 稳 过 程 (strongly stationary stochastic process) 。 

定理 1 若 w 是 强 平 稳 过 程 ， 并 且 加 ( |g0|”) <o0, 区 ootE 了， 
亦 为 弱 平 稳 过 各。 

通明 ”由 强 和 平稳 性 可 知 加 (|z4|”) 一 百 (|zo| 仿 <coe。 故 加 甸 ， 
v(t, s) 此 存在 。 又 因 : 


m0) = | é5.(a8), 


vl = || GE—m0)) Wmb)) Balé, )), 
由 此 及 过 程 的 强 平 稳 性 邹 可 推出 能 平稳 性 。 


其 逆 虽 然 不 一 定 成 立 , 但 对 于 正 态 随 机 过 程 来 说 ,成 立 着 下 述 
的 定理 。 


§ 23 关于 研究 平稳 过 程 的 准 各 知 闹 的 
定理 2 车 正 态 随机 过 程 2 是 台 和 平稳 的 , 那 末 它 亦 为 强 和 平稳 。 
证 明 党 任 意 取 如 ,2,…, 术 ,并 识 “ 

= mt), VV= (vk #)), 

出 由 正 态 性 的 假定 可 知 FB 就 是 入 ("; 以 ,了 了) 。 由 台 平 稳 性 
可 知 , 以 加 二 大 代 替 吉 后 允 和 且 仍 不 改变 , 因而 Dh, hh, th 
二 Win,。 这 就 是 膏 , 0 是 强 焉 稳 的 。 

游 以 整数 集合 {…， 一 38, 一 2, 一 1, 0, 1,2, 38,…} 来 代替 
(一 co， <), 划 上 壕 的 各 种 灶 哈 仍然 成 立 。 这 时 , 2 就 叶 做 平稳 狗 
Sl] (stationary random sequence) 。 

在 mr(w) 取 复 数值 的 场合 ( 复 随机 过 程 ) 下 , 也 可 以 定义 平稳 
性 。 其 与 实 值 场合 的 不 同 之 处 就 在 于 以 

v(t, 3) 一 吾 ((2 一 公办) (ms) )) (人 一 上 的 共 地 复 数 ) 
”来 代替 实 值 场合 的 s(t,s) 。 定 理工 当然 仍旧 成 立 。 相 当 于 定理 2 
的 定理 也 成 立 , 不 过 为 此 需要 引进 复 正 术 分 布 这 一 概念 ( 见 8 27 
和 § 28) 。 坟 后 ,车 无 特别 声明 时 ,所 必 平 稳 过 程 此 指 复 平稳 过 程 。 


8 23 关于 研究 平稳 过 程 的 准备 知识 . -。 . 


在 稳 过 程 葵 所 用 到 的 知识 , 简 述 如 下 : 

Bochner 定理 ” 汉 在 叙述 特征 画 数 的 时 候 已 束 有 了 周明, 此 
处 以 略 有 不 同 的 形式 再 叙述 一 所 。 若 ?为 一 定义 在 (一 ee， co) 
上 的 复数 值 夯 数 且 满足 下 述 条 件 : 

(i) 正定 : 习 p (一 D&E >0, 

Gi) 过 炽 : 当 4->0 时 ， pO>p0), 
旭 可 以 确定 一 个 有 界 、 右 连续 、 非 降 的 画 数 也 (%) , 使 得 


pO =| ea), FP(-o0)=0. 


此 处 ,在 指数 里 加 上 2z 仅仅 是 为 了 方便 而 已 。 
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Stone 定理 @ 设 UVU,, 一 oo0<t<o0, 为 一 族 Hilbert 宏 间 到 
的 西 算 子 ,有 满足 

(i) 连续 : (U,f, 9) 关于 t 速 绪 (或 者 可 测 世 可 坟 ) 

(ii) 群 : U,U,= 王 Ui;,， 
由 局, 存在 着 详 分 解 


CO» 


U, 一 | 和 ea 和 。 ! 
又 若 0 是 西 算 子 , 划 存 在 着 弯 分 解 
一 | 5 


各 态 通 历 定理 (ergodic theorem) ”全 Q(B, 了) 为 一 概 奉 空 
贿 ，5 为 从 2 上映 到 8 本 身 的 一 对 一 的 保 测 变换 。 此 处 所 请 保 测 
(measure preserving) 是 指 : 车 也 是 可 测 的 , 则 SB, SE 也 都 
可 测 , 而 且 P 了 WBE)=P(S™E)=P(E). 这 时 ,就 JE Jr (2) 来 说 ， 
对 于 儿子 所 有 的 0， 有 下 和 等 过 
f° (w) = lim 一 一 (Tw) 十 FS ”00) 十 … 十 上 (Sraj]， 


荐 且 广 49o) = 广 (o) (a.e@.)。 这 时 做 GD. Birkhoff 的 个 体 各 态 
通 历 定理 (individual ergodic theorem) 。 

假 训 广义 图 数 (qistribution) 的 理论 @@ 已 为 读者 所 知 。 除了 取 
复数 值 的 普通 的 广义 郴 数 以 外 , 还 考虑 取 值 于 Hilbert 空间 里 的 
广义 夯 数 。 其 定义 与 普通 的 场合 是 完全 一 样 的 。 

若 合 2( 如 ,PP) 为 概率 空 半 ， 剧 依 照 普 通 的 方法 ， H= L(0) 
就 可 以 看 做 Hilbert 空间 。 洲 用 Hilbert 空间 的 语 言 米 表达 概率 
论 在 28(B, P) 上 的 概念 ,于 是 就 可 记 为 


@。 佐 见 关 比 直 : 活 本 分 析 讲 义 ,高 教 出 版 社 ,1958, 第 三 章 , $2~$ 4 一 校 者 注 
@。 例如 可 参见 滞 康 :广义 酚 数 验 , 数 学 进展 ,3(1)， 1955, 405~ 590.…- 校 省 注 


$ 24 凡 不 烙 过 程 的 庙 分 解 和 
E(s) = (2, 1), 
E(w = (2,Y), 特别 BB(|2|’) 一] 用， 
2 一 《平均 2 乘 ) 舍 |z, 一 2|->0， 
若 2.(€ 各 ) 关于 二 连 各 《在 范 数 的 意义 下 )， 又 依 范 数 为 看 
界 , 而 且 当 (DE CBR) 时 ， 则 在 范 数 站 化 的 意义 下 , 可 以 定义 


| (0 wdt。 这 对 i 的 变动 范围 是 区 间 的 场合 也 迁 用。 其 次 ,定义 


T (万 -| 7@mo 


特别 重要 的 就 是 当 % 具有 正 交 增 量 性 (orthogonal ee 的 
场合 ， 妇 对 任意 互 不 相交 的 区 间 全 纪 和 (81, 52]; gi 一 yi 和 
ys 一 Ys 是 正 交 的 。 这 时 , 就 存在 单调 增加 充 数 了) 可 加 
数 外 为 唯一 确定 ) ,使 得 
F() 一 下 的 一 ly 一 % (>D. 
”特别 营 假定 (4) 为 右 速 转 , 旭 y 也 为 右 连 积 。 由 也 而 确定 的 
”Lebesgue-8tieltjes 测度 我 们 仍 以 同一 符号 来 表示 。 即 


P( 可 =| dr. 


现 往 证 :对 fE LI(R!, 了 ) ， 可 确定 上 述 的 工 (站 .首先 , 若 卫 为 有 办 
阶梯 画 数 ( 寻 其 全 体 为 J), 姑 了 I( 了 ) 的 定义 与 平常 的 一 样 。 双 因 
上 (用 [= (fl 是 (Bi, 7) 上 的 范 数 )， 

故 可 利用 普通 的 方法 , 将 定义 在 J 上 的 算 子 I(7) 扩张 到 J 即 
(Ri, 万 ) 上 去 。 这 就 是 所 要 证 有 明 的 。 易 知 
I(af+pBg)=aI(f)+BI(g), (If, 1g)=(f, 9). 
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合 m， -co<t<co， 为 一 弱 平 稳 过 程 , 线 设 
BB) =m, E(w,— -mn) ( ws — 一 72) ) = v(t— 3) 。 (24.1) 
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除了 zi(o) 三 =m 这 一 特殊 场合 外 ， v(0) >0。 所 以 ， 可 用 (zw 一 而 
/Vv(0) 来 代替 w%， 因而 不 妨 假定 
E(w)=0, EV) 一 0 人 一 5) 加 (| cz 一 00) =1. (24.1) 
若 将 wm，-- co<t<co, 黎 为 Hilbert 空间 吾 =- 12(0) 中 的 曲 
钱 , 基 由 (24.4) 可 得 . 
(£1, 1)=0, (8, vs) 一 0 一 9) ， ll= (24.1”") 
所 以 ,这 曲线 在 五 中 径 属 于 {1} 的 正 交 余 空 间 HH'= vl. 多 
位 于 豆 中 的 单位 球 上 。 而 2( 一 s) 就 是 各 中 二 个 矢量 z1 和 2 的 
夹 角 的 余 强 。 称 它 为 2 和 2 的 相关 系数 (correlation coeffioient) 。 
更 假定 2 是 依 范 数 连 重 的 , 即 
lim iwi— vs =0, (24.2) 
这 样 ,由 前 章 的 Poisson 过 程 的 例子 就 可 知道 ， 此 时 并 不 能 推出 样 
本 过 程 的 连续 性 , 然 因 
已 {o/ | 人 一 加 | >e} < ly,—%|’/e?, 
所 以 依 概 率 连 种 性 可 以 由 佐 范 数 连 和 炽 性 推导 出 来 。 
定理 1(A. Khinchin) w(t) 具有 说 分 解 
oD) = | erap(N), F(-o0) =0. (24.3) 


此 处 了 (NX) 是 由 2 从 确定 的 有 界 、 右 连 炽 的 增加 画 数 。F(X) 叫做 
2 (9 的 广 酚 数 。 
俩 明 由 “人 掏 的 定义 可 知 
之 Vt G6 = E210., 
又 由 (24.9), 得 ” | 
VF) = (Be 00) 一 (Oo 2o) =2(0) (#->0). 
故 由 Bochner 定理 就 可 以 定 出 了 了 . 
定理 2 (A. Kolmogoroff) 2 具有 谐 分 解 
“=| e-emgy,, y=0, (24.4) 
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此 处 的 y; 为 具有 正 交 增 量 的 过 程 ,而 且 
[yl?= FF (%), (24.5) 
4 由 vt 测定 。 ， 

证 明 全 {zj 的 线性 组 合 所 构成 的 线性 流 形 为 和 并 分 
为 防 . ,就 是 于 的 子 空间 ,定义 和 中 的 变换 群 U, 一 co<t<s， 
nF: : ， 

DZ Cr — YB Gdt 。 

为 了 证 明 这 个 定义 是 有 意义 的 ,只 要 放 明 

> aipt, = 0 D2 WPirt—0 
就 行 了 ,但 这 由 下 式 疲 可 推出 : 

(Saw? = 5 ow bo) = 1 iD +t ?3. (24.6) 

而 上 式 又 表 了 朋 U, 是 从 A 到 和 4 上 的 等 距 变 摸 (isonaetric transfor- 
mation) 。 因 此 ,Ui 可 以 扩张 为 从 可 到 本 的 等 距 变 换 。 又 因 在 
妇 中 成 立 着 关 柔 式 VD 一 oa 所 以 在 晶 , 上 也 有 这 个 性 质 。 由 
于 当 JE 4 时 Vi 关于 上 依 范 数 速 续 , 所 以 利用 Up 的 等 距 性 便 
知 , 对 于 JE Ho 来 说 , 回炉 性 也 成 立 。 故 由 Btone 定理 就 得 币 DT 
的 说 分 解 : 

os.— Uo | ood (BO 20) = | cord 


由 说 分 解 的 性 质 便 知 9 2 具有 正 交 增 量 性 ， 而 且 
A 
狂 出 有 界 增加 右 速 六 面 数 G(X) ， 又 由 讲 分 解 的 性 质 而 得 。 ， 
v0) = (8, oo 一 | euraG NW), G(—o0) =0, 
以 此 与 (24.3) 此 较 就 得 万 =G, 所 以 (24. 是 戌 走 。 
其 次 若 有 二 个 办 满足 (24.4)， 记 其 为 内 和 外, 现 往 证 
多 = 处， 合 E 有 (R2) 的 Fourier 变换 为 ,上 
fear.=|f 0 a= |f Oo 
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着 ()) 为 速 向 且 在 一 有 限 的 区 间 外 为 圭 , 则 g(%) 可 以 由 上 面 的 
让 X) 来 一 至 逼近 ,因而 
[9 Way,= | yaw. z 
车 篇 ( 一 oo, 由 的 示 性 夯 数 为 c() ,对 o()) 定 出 上 述 的 g() ,使 得 
le -gr <e, 


于 是 
jean —|g av) = —g0) aR) <er. 

同 理 可 得 jewWay—|g Way| <e. 

由 此 便 有 [eWay -| eWay <e. 

合 s->0 就 得 


[eG@)ay=| cl)ay 即 入 = 纺 . 
这 样 一 来 定理 2 就 被 证 明了 。 | 
例 现在 来 考虑 (和 ) 是 部 粹 不 巡 续 的 这 一 特殊 情形 。 将 其 
写成 
FA)= > Cr 。 


此 处 {Nn} 为 给 定 的 实数 歼 ， {Qn} 是 正 数 列 , 基 敲 > ai<coe， 此 时 
人 (1 -| e FM) = ge idmmnt 


就 成 为 概 周 期 画 数 ,而 z; 的 谱 分 解 可 稍为 下 列 形 式 : 
2 一 之 ywe mm (此 处 {yn} 是 正 交 剂 ,而 且 1y,|?==6)， 
事实 上 ， 这 只 须 分 2 一 Yi,+0™ Wa 0 就 行 了 。 


$ 25 弱 平 稳 过 程 的 样本 过 程 的 讲 分 角 
会 2 一 oo <t< co， 为 联 种 稳 过 程 , 又 假定 满足 (24.1)， 


$ 25 呢 焉 稳 过 程 的 样本 过 程 的 丹 分 解 75 
(24.2) ， 由 Kolmogoroff 的 说 分 解 定 理 , 就 得 
w= | cord ， .9 一 0， (25.1) 


现在 试 就 样本 过 程 来 考察 一 下 这 个 关系 。 因 为 右边 的 积分 是 由 
Za(O) 中 的 范 数 收 合 来 定义 的 ,所 以 ,这 一 关系 并 不 对 所 有 的 。 此 
上 成立。 首先, 在 条 件 
jw 一 oo 一 0 (人 >s)， 1 一 gr 一 0 Vp), (25.2) 

之 下 ,可 得 到 下 述 的 定理 ,其 证 朋 从 略 @。 

定理 1 对 于 z+ 和 , 存在 可 测 的 (对 二 元 变量 (加 %) 或 
(oo) 为 可 测 ) zr 和 0， 使 ”好 一 他 一 =]1,1ET; Ply,=%}=1, 
XE Ad. 

叉 因 在 必 和 居 之 间 , (25.1 了 ) 显然 是 成 立 的 , 帮 以 后 不 妨 就 假 
定 z 和 gy 是 可 测 的 ,由 关于 二 元 变数 (t,@) (或 者 (入,w%)) 的 可 测 性 
可知 对 于 几乎 所 有 的 %, 2; (或 者 y,) 关于 t (或 者 入 是 可 测 的 。 - 

xi(o) 对 于 几乎 所 有 的 来 谨 , 是 t 的 绚 增 泵 数 (网 广义 西数 
脸 ) 。 交 是 因为 


EA 上 | [ze | 3 | 各 at 上 =- | dt \B3 
a{( 1 Pe at) < E14r 2 于 而 -( TF) ~, 


放 对 于 几乎 所 有 的 w， 


vs: (0) 
| < 


这 就 是 鹃 , 2,(%) 是 t 的 缓 寺 广义 画 数 (其 实 就 是 烤 增 汞 数 ) 。 同 理 
| | aN 
B 区 1 aN) 上 TF | Ed 
[fa 
<(| 主 字 ) <~， 
因而 , 对 于 儿 乎 所 有 的 o 来 说 ,y,(w) 也 是 和 的 绥 夫 ( 广 义 ) 汞 数 。 
从 而 作为 广义 图 数 的 y; 的 微分 Dy; 也 是 维 增 广义 范 数 。 


笋 ” 雁 见 J. 工 , Doob: Stochastic 了 Tocesses. 1953, 61 页 一 一 校 者 注 
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定理 2 对 于 几乎 所 有 的 来 谣 , 2i(o)， 一 co<t< ce 是 三 
义 栈 数 Do.(o) 的 Fourier 变换 , 名 
(9) 一 .DoS 。 (25.3) 


此 处 5 (一 | oemg ld. 


iotko) 7 人工 os 
耳 明 因为。 本 |- 于 -04] 一 | 于 闫 <， 
所 以 对 于 几乎 所 有 的 wo(wE Qi, P(Q1) =1)， 
|2:(0w) |2 o0 
| : 


故 当 WE Ld1 时 ,党 分 . 
1 mat @ -1 1 赤 ) 
(25.4) 
则 得 2(b) =8Dz,($), $ED. (25.5)® 


这 就 是 说 , 当 %€ 09; 时, x 和 8Dz, 作为 D' 中 的 元 素 是 一 致 的 , 叉 
因 P 卫 (01)=1, 所 以 作为 9 五 = 2(0) , 的 元 素 , 2$ 和 窜 Dzi 也 是 
一 致 的 。 故 在 H 中 有 


z($) = [S$ 0ay,=— {G8 ) ar, 
2($) = SDs (内 = 一 | (B60) ae， 
若 避 一- 地, 则 对 任意 的 分 焉 长 数 上 ， 


人 @ 1 im, 表示 均 方 收效 ， 朗 lim. fa(t) =f (0) elim | yo —f(t) ldt=0. 
@ 公式 (25.5) 表 示 对 任意 的 具有 限 支 第 的 元 穷 可 微 琴 数 %()， 
| ”人 | onig (aX) dt= — | ”ZU (Na, 
而 布 边 的 积分 竹子 加 。 - 
. » ef2zjit 1 a CH 
-mp0 sr tt ) 


人 也 


一 - 修 吧 本 次 


$ 26 关于 强 平稳 过 程 的 各 态 沁 历 定理 77 
| pod -一 | Wh'zadN, 地 Day, = Dz, 3 


也 就 是 对 于 儿 乎 所 有 的 入, 得 出 y= 一 zc，5E 于。 因为 在 (25.5) 
中 可 分 2? 一 0 来 代 蔡 2， 上 所 以 对 于 几乎 所 有 的 入 来 说 , 等 式 yy, 一 2% 
在 如 中 成 立 。 再 由 (25.4) 可 知 , 对 于 儿 乎 所 有 的 入 ,可 以 取 &， 
使 得 


Za (6) -| 1 + lim (| + 二 ) 1 ， 
又 由 mw(o) 对 《t,@) 的 可 测 性 ,所 以 可 使 为 (wo) 对 (%, w) 可 测 。 
%(o) 对 (和 ,ao) 也 是 可 测 的 。 又 因 对 于 几乎 所 有 的 入 和 对 于 凡 乎 
所 有 的 ww 来 现 , 办 (@o) = 为 (@) ,所 以 由 Fubini 定理 便 知 ,对 于 几乎 
所 有 的 和 对 于 几乎 所 有 的 入 素 说 ,，y(%) 到 (w) 。 故 (25.4) 可 
以 写成 2($) = Dy ($). 
洲 按 照 N. Wiener 的 样式 写 , 则 (25.3) 变 成 
”=lim 1i.m. | emt Yate Yas GA, (25 .87) 
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会 zi(w) ,一 co<t<o0, 为 可 测 强 平稳 过 程 。 假 定 它 的 均值 
存在 ,于 是 就 有 
E(|s)) =B(|g0)), 
因为 z.(w%) 关于 两 元 变数 (t, w) 为 可 测 , 所 以 对 于 儿 乎 所 有 的 @ 
来 说 , 2(o) 作 为 寺 的 郴 数 是 可 测 的 。 双 因 对 于 -ce<ec<8 一 cc， 
B10 =| Bw)at= Bg) (6-0) <o0, 


所 以 对 于 任意 答 定 的 有 限 区 简 (e,， 5) 和 对 于 几乎 所 有 的 6 来 论 ， 


b 
| |2; (0w) ldt<o0, 
a 


由 于 这 个 积分 当 6，8 为 整数 的 场合 (这 种 场合 的 个 数 是 可 数 的 ) 


a 
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为 有 限 ,由 此 不 难 推 出 对 于 几乎 所 有 的 w， 上 述 积分 对 一 切 的 有 限 


区 间 , 均 为 腿 ， 
定理 1 再 (|ao]) 一 co， 则 对 地 几 乎 所 有 的 ww 下 天极 限 丰 


在 : 
oo) — lm n |， vi(w) dt. 
称 2*(w) 为 样本 平均 (sample mean)。 
王 明 ”上 先 证 下 述 的 


引 理 洪 {2,} 是 平稳 令 刘 ， 则 当 8( a0l) <eo 时 `, 下 刻 极限 
对 于 几乎 所 有 的 w 此 存在 : 
1 妨 


2 一 lim 一 一 -一 Vk. 
n= 入 一 sp 
人 一 


证 明 设 Z={…, 一 3, 一 2, 一 1, 0, 1,2,8,…}, 由 忆 2( 友 9) 


深 加 上 随机 大量 %=[l ws 的 分 布 2， 便 得 到 一 个 概率 空间 
RB’, S$), 车 考虑 从 R’ 到 它 本 身 的 一 对 一 的 映照 

7: i ez 一 工 《krl 
央 这 是 一 个 保 测 变 换 。 涛 认为 由 号 = 及 Er—>60o 所 决定 的 映照 到 
上 则 ffE LL (BR)。 故 对 于 几乎 所 有 (关于 四 ) 的 名 ,下列 极 限 存 在 : 


J 


* (2) 一 于 
(3) =lim 二 到 
00 


f* (2) = lim 


Mo 


nm 六 Vk 
于 是 引 理 得 证 。 
现在 转 到 定理 的 证 明 上 去 ， 若 发 


由 二 于 
%=| dt, n=, 8,~2,—1,0,1,2,8,..., 


Li 


则 这 是 一 平稳 叙 列 (由 于 斌 明 过 烦 , 此 处 从 略 )。 由 上 述 的 引 理 可 知 
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于 |” 时 村 
全 一 lim 可 站 | widt lim- 2 SS dg 


对 于 几乎 所 有 的 w 肯 存 在 。 其 次 , 藻 n<A<nt1, 虽 由 


1 f 1 1 fn 1 
了 [| wat= | zattr ar| cai | edt 


可 知 , 车 能 证 明 最 后 的 二 项 楼 近 于 0 就 行 了 。 洲 对 |z:|, 再 次 应 
用 上 面 的 方法 ,于 是 就 有 


天 | le 一 5 lol 
| Iw dt>|2|*, : 
因而 它们 的 差 
六 | De dt 去 | [ol 20， 
故 
去 | pt+ ot | sot 
+ | {dt—>0, 


车 介 丰台 5， 如) 为 7 个 变数 的 Baire 函数 , 旭 
Yt=f (Dnrty Datty , Vintt) 
也 为 一 可 测 的 强 玫 稳 过 程 。 如 果 : 
E(|yo|)=B(|f(g,, ony, we,) |) <o0, 
剧 上 述 的 定理 可 适用 于 y:, 因此 极限 


1 ， 
lim | 了 (Pirt, Ditty '""y Dens+t) at 


也 存在 。 特 别 当 如 (jz0|”) 二 oo 时 ,由 于 瑟 (|zizs|) 二 oo, 因 之 极限 


1 (4 一 
lim sr|, Virosetod 0 


也 存在 。 由 此 可 知 下 述 和 极限 的 存在 ; 
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v(t, $) = lim | (Ooire 一 好 ) (or 一 0 ) dg 


1 起 
=lim -一 -| wrorsrodo 一 |28|3 
2 A 24 一 4 ito sto | 


称 V* = (or (ts) ) 为 样本 方差 算 阵 (sample variance matrix) 。 
由 
v(t, 8) = (t—s8) 
及 


BEE lim | ,te 0") ld >0 
可 知 (如 可 以 写成 
0 = | on" (但 8'( 一 00) 一 0). 


S* (和) 姬 做 样本 谱 醒 数 (sample spectral fanction)。 由 于 
EB(s*) =0=H(¢o) 

及 
EB(v:(t)) = — BE(|o|’) <v(t), 
E(S(M))=FO)—B(2 | HA) EF 

(H(W)=0 (和 <0) ,=1 (>0)). 
因此 等 号 的 成 立 必 须 (2*|2) 一 0, 部 妈 =0. 由 下 式 可 知 2* 二 0 
与 了 (+0) = 了 (一 0) 是 等 价 的 ， 

Be 1 3) = lim (sa) [Jot-Deras 


4% 
| =F(+0)—F(—0)., 
如 前 节 所 示 一 样 ， : 
v= | ommigy, =$( Dy,) , 


而 由 此 形式 地 计算 2”(t) , 就 得 


$27 复 正 态 有 对 81 


4 - 
DD)* (人 一 1im | | eiamvt2(t 4+) peldsady dy, 


由 一 oo 
-=| tna Tim 1 | eiam( dsdy dy 
凡人 co 24 一 种 “ 


_ 1 (一 四， 
一 中 E30 ddYyy, Orn = to (入 天 失 ) 
? 

~ | ldy,|? 


由 此 可 以 设想 符号 上 的 关系 

QS (N) = [dy |?.- 
这 个 有 兴趣 的 事实 可 以 利用 N，、Wiener 的 一 般 翻 和 分 析 求 严格 
地 言论 。 上 式 的 严密 的 意义 就 是 :对 任意 有 界 巡 烤 酚 数 (入) ， 


|f Was’ (入 ) _ lim | [gate | a 
成 也 。 
$27 复 正 态 系 


我 们 称 va, a€ 4， 为 一 实 正 态 采 ,就 是 指 随机 矢量 一 II ms 
的 分 布 为 RA(B') 上 的 正春 分 布 。Wiener 过 程 以 及 ( 实 ) 正太 下 
稳 过 程 就 是 实 正 态 条 。 上 逃 的 定义 等 价 于 :对 任意 的 a€ 4， 
2 已 


B{exp(¢ B20)} ~orp{i Dam(0) — BD om oo)} 
(ma) =- 加 (oo)， vas B) = B((2s—m(a)) (wa—m(B))}). 
特别 当 均 值 为 0 时 ,就 可 以 写成 


BE{exp(s 5 2,24,)} — exp DS wo, | 
(zl?= ia) ?Pa0)). 
将 沈 个 关系 式 推广 到 复 随机 变数 系 之 后 , 就 可 得 wu a€ 4， 称 为 
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复 正 态 系 ,如果 对 wwE4;z2ECC= 本 TY 本)， 下 式 成 立 

B{oxp(i¢ Re( 了 aou))} 一 ezp| 一 了 于 | 卫 5aol 中 ， 

(Re 表示 实 部 ; 横 表 示 复 兴起。) 
特别 
HexpiRezza] -exp| 一 2 Io, 上 
在 这 里 ， 车 分 别 合 zo 的 实 部 和 万 部 为 2x 和 qa, 叉 设 2% 二 2 oe, 
则 得 
B {oxp{i(s mt"0)}} = op ea 


因而 zx 和 xx 是 相互 独立 ， 且 具 有 相同 的 一 厅 正 态 分 布 AL 30 


zal3/2). 
定理 1 兮 Ze a9€ 4, 为 复 随机 变数 系 , 又 设 zx 一 0, 著 改 
v(a, B) 一 下 (ooge) = (oo 2p)， 《27 . 工 ) 
则 (2(a, 8)) 是 正定 的 ,也 就 是 z 
AL @;) >0, (27.2) 


习 一 方面 , 若 人 ta， 6)) 是 正定 的 , 草 存 在 复 正和 态 系 24, xcE 4， 

使 得 (27.1) 成 并 。 
” 族 明 前 一 秆 : 
> E70 (oy or) 一 | 之 éit0l’ =.0. 

司 一 全 : 设 8=04= 局 4, 又 在 2(B”*) 里 引进 如 下 的 ( 实 ) 正 态 分 
布 入 :在 2B 中 的 那些 除 在 有 限 坐 标 以 外 ,其 余 的 坐标 为 0 的 点 的 
全 体 记 为 B64, 显然 它 与 04 中 只有 同一 性 慎 的 点 的 全 体 Of 一 
致 。 对 2z(==[1z) E05, 设 


9 (2) =exp 人 -地 之 Zozp (0, 6 站 
之 在 外 表 上 虽然 是 无 限 和 ，, 但 由 于 zcE Of 因此 只 不 过 是 有 限 和 ， 
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” 疡 以 不 会 发 生 收 敛 的 问题 。 为 了 使 得 p (2) 是 RM(B”) 上 的 某 个 
正 术 分 布 W 的 特征 函数 ,只 要 总 明 : 把 祁 看 做 2E€ B04 的 两 数 时 ， 
之 是 正定 的 实 二 次 形式 。 这 可 由 (v(a， "8)) 和 事实 
上 ,由 于 正定 性 的 假定 得 出 wla, 8) 一 2(6, a)， 所 以 由 此 便 知 全 
是 26 BR 的 实 二 次 形式 。 而 它 的 正定 性 由 gr 2) 即 可 推出 。 车 
仓 Q(B , 入) 为 基本 的 概率 空间 ,又 对 woEgG=0O 分 ozo) 为 中 
的 a 坐标 (复数 ) , 则 对 2 一 朵 ECO 得 


五 {eiRs > Fava} —— 五 (e 这 (304 起 2 让 一 6XP | — 于 > Zu280) (a ， 6)} 
(加 一 au 十 22u Ls 一 0 十 2 
以 tz 代替 z 便 得 
于 1 3 ” 一 7 
hfe 中 } exp| 一 于 习 zzoola， 6) 上 | 
车 两 边 对 t 微分 两 次 ， 所 ;=0, 则 得 
于 导 芭 (0) + 子 避 有 2G + 诗 思 2a24 (a, oa) 
” = 良 2a260 (0, oy 
因此 
五 (com) =0, (wa, Pa) = va, B). 
从 而 
、 Bf{e™ Ye} _ exp| 一 子 | py Zu, | 中 
注 蕊 一 (人 2) =0 是 作为 副产品 而 获得 的 , 但 这 是 一 个 值得 注意 的 性 盾 。 
事实 上 ,车 股 z= 二 十 i 期 如 同 前 面 已 被 注意 到 的 那样 ,x% 各 为 相互 独 


立 而 且 具 有 相同 的 分 布 N(;0, |zaj2/2) , 因而 
EB(a2) =E(0) — Ee) +2E(e) Ey=0。 


定理 2 若 z。,a€ 4, 是 复 正 态 系 , 着 且 是 相 所 正 交 的 ， 则 必 
为 相互 独立 。 


84 第 3 章 . 平稳 过 各 
证 明 / 
Bemeaaeo) oxp| — 43 za) 


由 正 交 性 exp| 一 到 三 xleo| 中 


一 了 exp| 一 地 ja | za 时 
= IL BC). 


由 此 可 知人 w= 了 Tl ze 的 分 布 是 各 个 zu 的 分 布 的 直 积 。 

定理 3 全 zx, aE 4, 为 复 正 态 系 , 旭 Redca)，xE4;， 和 
Im (we) ， acE 4, (In 是 虚 部 ) 都 是 实 正 态 系 。 

只 须 在 (27.1) 中 , 设 lm(z,) 或 者 Re(z,) 一 0 即 可 得 证 。 又 由 

定义 不 难 诸 明 下 述 的 

定理 4 若 合 ze, aeE4 和 %, aE 4, 都 是 实 正 态 系 , 又 全 两 
系 为 相 瓦 独立 , 则 zu 十 in aE 4, 是 复 正 态 有。 

定理 5 车 2,a€ 4, 是 复 正 态 系 , 且 沪 每 一 Yo,BEB, 是 co， 
aE€ 4, 的 复 系 数 的 线性 组 合 或 者 是 这 种 线性 碍 合 依 范 数 的 极限 ， 
则 ye， BEB, 也 是 正 态 系 。 

例 复 Wiener 过 程 (complex Wiener process) 荐 2 
一 Oo<t<00, 是 复 正 态 系 , 而 且 具 有 正 交 增 量 : 

对 #<s 坟 VD，(o 一 Diy op 一 Do 一 一 0， 

则 z， 一 ceo<t<co, 就 叶 做 复 Wiener 过 程 。 这 时 根据 定理 5 可 
知 , 对 于 如 过 81 志和 之 6 车 世 之 S49 0o 一 0 4 一 工 ， 2 nn 也 是 复 
Wiener 过 程 , 而 且 是 相互 正 变 的 ， 从 而 由 定理 2 可 知 是 独立 的 。 
因而 它 是 一 个 复 可 加 过 程 。z, 一 z; 的 分 布 对 于 环 米 着 复 平 面 上 的 
原点 的 旋转 是 不 变 的 分 布 。 因为 S<t<v 商 (ov 一 人 or 一 oh) 一 0; 
所 以 


lw 一 ss?- 


一 2 十 一 
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而 且 除 去 一 附加 常数 以 外 ,可 以 唯一 决定 一 个 增 矿 数 玉 ( ,使 得 
|z:—2 ?=F 0 ~—F(). 

特别 ,车 了 (人 是 右 连 炽 , 则 z 也 在 范 数 的 意义 下 为 右 连 种 。 我 们 

还 可 以 证 月 下 述 的 道 命 题 : 对 任 一 葵 定 的 增 画 数 了 (4) , 必 存 在 一 

复 Wiener 过 程 z, 使 得 |z. 一 jz 上 一 了 了 CE) 一 Fls) 。 证 朋 如 次 :以 4 

表示 实数 区 间 (a, 妇 ， 一 co<4a<8<co 的 至 体 。 若 对 4, BE 4， 


定义 
ou 8) = En HH (amnBz#gy 郎 cn8= 区 间 )， 
(af B=@D, 
则 (wl(a, B6)) 是 正定 的 。 事 实 廿 , 若 分 wa 的 示 性 画 数 为 ct 0)，, 剧 
全 2 (ai， Qj) = 分 | cli, Q:)clt, Qj) aF (£) ( Riemanh— 
Stieltjes 积分 ) 一 | | Biel, a) El dF tt) >0, 


磷 存 在 复 正 态 和 芭 {2o} ,使 得 
(Va, ze) =v(a, 8)., -2 


荐 上 <s<u 则 
be,s3 Bee, — er.’? 
=F(s)—F(H)+F() —F(s) +F(w) -FO 
—2(F(s) —F())—2(F (GD —F()) 


因而 
Wt, 81 + Ps, w] = Det, wu (a 0.) 。 
故 若 合 6 二 min (0 ,六 , 且 训 
= Vg, ~ Ta, 01) 
划 ze 与 a 的 选择 无 关 ( 聊 相 于 0 以 外 )， 于 是 21, 一 co<t<o0， 
就 是 所 求 的 复 Wiener 过 程 。 z 
特别 在 了 ( 避 ==t 时 , 即 过 程 对 时 间 是 齐 欢 的 ，Wiener 把 这 种 
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过 程 叶 做 Brown 运动 。 


28 正 态 平 稳 过 程 


复 正 态 系 21， 一 oo<t< eco， 是 史 平 稳 过 程 时 ， 就 称 "t 攻 为 复 正 
态 弱 平稳 过 程 。 对 应 于 8 22 的 定理 2, 就 有 

定理 1 复 正 态 别 琅 稳 过 程 是 强 斑 稳 的 。 z 

证 明 合 2， 一 ce<t< co 为 复 正 态 弱 平稳 过 程 。 对 任意 的 
红 达 之 … 二 杨 入 ， 


Bow —oxp|— £ Sze (on, oo 


一 6Zp [-- 子 S220 (t,, — 6) |， (Zi, 2,) ~ V(t— 8s) 
= pf{ere Tert} 

故 (的 分 布 与 (Cu 的 分 布 相等 ,于 是 《20 就 成 为 强 平 稳 的 。 

”由 这 定理 可 知 , 只 提 复 正 态 平稳 过 程 就 馆 了 。 又 因为 通常 我 

们 总 是 候 定 在 稳 过 程 是 复 的 ,所 以 简称 它 为 正 态 平稳 过 程 。 

在 前 面 已 狐 读 明 : 由 hinchin 定理 , 00 = (ost ww) 的 讲 
解 是 可 能 的 。 但 没有 指明 对 这 样 的 画 数 24) ， 是 否 存在 于 稳 过 程 
(21) , 使 得 (co 2,) v(t 一 s)) 。 事实 上 ,这 是 存在 的 ,其 至 存在 满足 

这 个 条 件 的 正 态 平稳 过 程 。 


定理 2 若 合 wG) 一 | emma (X) ,了 PQ) 是 有 界 有 连续 的 增 
面 数 , 则 存在 正太 平稳 过 程 %,， 一 co<t<oo, 使 得 
(Cr 2) =v (6— 8), 
耳 明 ” 因 对 任意 的 如 é， | 
TE,éw ,ty) =|| E Ere |saF () >0, 
所 以 由 前 节 定理 1 立即 知道 (2) 的 存在 。 
其 次 考虑 2 的 (olmogorof 的 ) 讲 分解 


&29 六 jener 积分 ,多 重 Wiener 积分 好 
“一 | ElAole1y 。 
由 于 属于 由 w 所 张 成 的 Hilbert 空间 到。 所 以 由 前 六 定理 5 
便 知 gy, 一 2 去 人 二 co， 也 是 复 正 态 系 。 又 因 W 一 < 和 <00, 具 
有 正 交 增 量 , 所 以 是 复 Wiener 过 程 。 利用 Khinehin 的 说 画 数 
-47 就 得 
ly —y =F 一 五 (OA (WN>p). 

不 一 定 是 齐 奖 的 。 故 得 

定理 3 正 坊 平稳 过 程 就 是 复 Wiener 过 程 的 微分 (广义 责 数 
的 意义 下 ) 的 Fourier 变换 。 


§ 29 Wiener 积分 ,和 多重 Wiener 积分 


全 0， 一 ce<t<oco) 为 一 复 Wiener 过 程 ,又 发 
lz —ol= FO — Fs) > 
因为 wx 具有 正 交 增 量 ,所 以 由 8 23 可 知 ,此 时 可 定义 形状 为 
1(D=|f Od, FEIR!, dF) 


的 积分 。 若 (zi:) 是 复 Wiener 过 程 ， 则 特别 称 此 积分 为 Wiener 
积分 。 其 次 , 在 这 种 场合 下 , 虽 可 定义 下 述 形 状 的 多 重 W iener 
积分 : 


了 pe) = | Fe 3 8 02 dv0Z "dTs,, 


但 为 此 必须 假定 了 Q@ 是 连续 的 。 此 处 不 来 讨论 它 的 详细 的 证 朋 ， 
而 只 就 p=2, 9 一 0 的 场合 : 


1(f) = Tao( 有 万 一 || fC, #2) dvd 


来 说 明 一 下 证 朋 的 要 点 。 首先 , 在 是 与 对 角 线 无 共通 点 的 二 背 
区 宵 (c, 5] x (ec， dl 的 示 性 画 数 时 ,定义 
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T( 有 一 (一 on) (cu 一 oa) . 
在 这 里 ， 与 对 角 线 无 共通 点 的 条 件 (姑且 叫做 条 件 4) 是 重要 的 。 
若是 上 述 那样 的 示 性 画 数 的 线性 硼 合 ( 恕 其 全 体 为 9)， 则 定义 
它 为 上 面 那 种 (了 ) 的 绕 性 粗 合 。 显 然 工 是 从 8 到 瓦 = 妈 (O) 中 
的 线性 算 子 。 利 用 条 件 4 就 得 


PEPSI [| 1G, taF (AF (6), 


特别 若 了 与， 加) 关于 三 ， 为 ) 为 对 称 ， 则 上 式 的 不 等 号 变 为 等 号 ， 
又 若 ,9 都 对 称 , 则 得 
z (1f, 19)=(f, 9). 
又 由 五 的 速 纺 性 , 得 5 了 =L(R?， (dF)”) ,因而 可 以 把 工 (用 
推广 到 Za 上 去 。 

对 于 一 般 的 Tv( 旋 也 可 以 同样 定义 。 合 了 ,a (的 象 的 僵 体 
为 囊 .。。 特 别 合 oo 为 I?(Q) 中 的 常数 的 全 体 所 形成 的 一 条 空 
间 。 由 于 条 件 4 的 作用 , 于 是 { 了 ,小 就 胞 为 相互 正 交 的 玖 
的 子 空间 。 其 次 , 车 合 豆 "为 济 于 zw， -<<t< co 可 测 而 且 
五 (213) < oo 的 复数 值 (随机 变数 ) z 的 僵 体 ， 则 可 以 底 明 二 是 

H,, q 的 直接 和 。 因此 ， 可 将 EH’ 展 为 址 交 和 


?= lo,alfo,o) 。 


故 可 将 户 , alti, ‘S19, 80) 取 为 分 别 关于 全 ， “"*， t,) (81, “1 
sa) 的 各 和 为 对 称 的 而 数 。 此 时 ,这 些 画 数 可 由 2 唯一 地 确定 。 

例 1 苦 今 2， 一 co<ti< 0, 为 对 时 间 齐 次 的 复 Wiener 过 
程 ,又 疏 


y= | ft do,, FE LR), 
则 4 是 正 坊 平稳 过 程 。 事 实 上 ， 
(yg) = Fr) FT ds | fwts) Flyds, 
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因而 (wm, yw 是 1 一 w 的 画 数 , 于 是 得 出 再 稳 性 。 至 于 正太 性 , 则 由 
yt 是 的 线性 租 合 的 极限 这 一 事实 即 得 到 说 明 。 现 在 若 合 j 的 
族 Fourier 变换 为 六 旭 得 

log — | ene | f N) fax. 
故 | FA) 上 ?是 谱 画 数 的 微分 系数 。 
Zz 二 | (五 十 加 tattt) qudzu 十 | filtit+t) dv,, 

则 2 是 一 强 奉 稳 过 程 , 但 除 户 =0 的 情形 以 外 , 并 不 具有 正 态 性 。 
进一步 利用 更 高 准 数 的 多 重 Wiener 积分 , 以 及 它 的 极限 所 得 到 
的 仍然 是 强 平 稳 过 程 。 但 考察 一 下 是 否 能 利用 这 种 方法 来 构成 一 
般 的 强 平稳 过 程 ,这 将 是 一 个 有 意义 的 肝 题 。 
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”着 先 来 给 出 强 平稳 过 程 2/, 一 co 过 1<<o0，, 的 各 态 通 历 性 和 强 
混合 性 的 定义 。 若 分 2 是 关于 2/, 一 co<t<o0, 为 可 测 的 随机 变 
数 , 则 可 以 号 成 . 
fr 《24，… 21s) ->2《〈 依 概 牵 收 伍 )。 (30.1) 
此 处 f, 是 % 个 复 变数 的 Baire 画 数 。 由 强 平 稳 性 得 

P{o/| fr (arty Bentt) — fn (Dnty Dee | > 2} 

=—P{o/| fs (Tn, De,) —fm (Zn, “"， Tim) |>s} 

0 (m,n->o0), 
所 以 fn (Var … V+) ;和 二 1 2 依 概 雁 收 伊 于 某 个 随机 亦 
数 z'，2' 以 概 达 为 工地 仅 由 “和 二 决定, 并 且 与 (30. 了 的 久 列 的 
选择 无 关 。 记 x 一 Tiw, 于 是 就 有 

Tiss = TIL (a. 08.)., (80.2) 
0 或 称 肖 历 性 。 一 校 者 注 
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车 对 所 有 的 i 7.w=2 时 , 划 z 叶 做 不 变 的 。2 二 常数 就 是 不 变 的 ， 
若 除 此 以外 不 再 存在 不 变 的 2 时 ,一 co<t< co 就 时 做 具有 各 
态 通 历 性 (ergodic) 。 若 有 一 不 变 的 p， 考 虑 其 截 日 cp (ceo (w) 
=z(o)(iz(o) 撩 1)，=0(z(o)>M))， 它 显然 也 是 不 变 的 。 
车 z 不 是 常数 , 则 可 取 收 足够 大 ,使 得 za 也 不 是 常数 ,因而 车 除 
去 常数 外 不 存在 有 界 不 变 的  , 旭 过 程 就 具有 各 态 逼 历 性 。 其 次 ， 
对 于 傅 范 数 有 界 旧 关于 一 2 二 二 20, 可 测 的 任意 2 与 v, 都 有 
ETeY)—>B(2) BY) 部 (Toy D>(2, 1) (1,y) 
时 , 则 称 w% ,一 c2<t< co, 为 具有 强 混 合 性 (strongly mixing) 。 强 
混合 性 的 条 件 要 上 比 各 态 逼 历 性 来 得 强 。 其 原因 是 : 车 合 Tiz=2， 
则 由 强 混 合 性 得 | 
EBP) = ETLrr)-—>B(2)’, 

因此 让 (z) = 加 (zw”) 一 召 (z)? 一 0, 于 是 z 一 常数 。 

有 了 上 面 这 些 准备 ,可 以 来 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 1 (G. Maruyama) ”和 欲 使 正 态 于 稳 过 程 具有 各 态 开 万 
性 , 它 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 说 画 数 了 (和 %) 为 连 和 炉 。 

定理 2 窝 使 正 态 于 稳 过 程 具有 强 混合 性 , 它 的 必要 而 且 充分 
的 条 件 是 "办 一 0 (t->o0). 

全 zi 一 co<t 友 cc 为 正 态 再 稳 过 程 , 且 合 卫 (%) 在 入 = 处 
有 上 跳跃。 分 w 的 《Kolmogoroff 的 ) 谱 分 解 为 


如 果 说 用 证 明 前 一 定理 时 所 采用 的 Ui, (NA) 颖 记 导 , 那 末 
王女 ( 和 ) 2o 也 在 人 一 人 处 有 跳跃 , 而 且 它 的 跃 度 “一 4 pf+0 一 0 -0 
满足 Uw 一 e "iz 。 因为 人 TT, 是 UV 的 推广 ,所 以 T=e i .由 天 
的 定义 可 得 |1Te| = 了 Ti|z| , 故 了 ,|z|=|z|. 即 |z| 是 不 变 的 。 又 因 : 
的 分 布 是 在 复 平面 上 旋转 不 变 的 正 态 分布, 县 由 于 jzl?= 刀 (4 十 0) 
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一 五 (pw 一 0) >0, 所 以 不 是 8 分 布 ， 从 而 1z| 不 是 常数 。 由 此 就 就 
明了 定理 工 中 的 必要 性 。 其 次 往 证 充分 性 。 合 z 为 有 界 不 变 。 因 
为 关于 轴 ,， -co< 和 <co， 可 测 的 一体 和 关于 wii， 一 ceo<t<<co, 可 
测 的 全 体 是 一 臻 的 , 所 以 z 关于 办 ， 一 co<X<<co 是 可 测 的 ， 又 
因 jzj2 一 ce,， 所 设 由 前 消 的 结果 而 得 
2 一 常数 十 , 小 J (A Ap, Pe -Ma) UY: rsdym- dyn. 
(30. .3) 
假设 fp,o 分 别 对 (4) CA) 为 对 称 。 为 了 求 Pic， 只 要 分 dy;,… 为 
Zadb 了 就 可 以 了 ,又 因 T Ady, 一 eriaratdo ， 了 Go = carwtdy (这 是 
形式 上 的 说 法 , 严密 地 议 , 就 要 稍 长 一 些 , 但 由 p 不 难 充分 赁 会 苞 
的 意思 ) ,所 以 
,z= 二 常数 十 > > |- | 名 (No 和 0 MI: -Mn ) 6 rt Bhs Bp, 0 
: (80.4) 
因 帘 积 画 数 分 别 对 Wx) NUo) 为 对 称 , 所 以 由 了 2 一 2 可 得 
fpa (A1* Ap» Mio ) ei Epo) = fpa (N11 Ap Hit， :Ma) . 
故 在 起 平面 开 : 号 和 一 史 。 一 0 之 外 .for 一 0， 又 由 了 的 连 粮 性 得 
(080) -AF AP (pe) dF (po) —0, 
所 以 fro—=0(a. 0.) 。 故 得 出 2 二 常数 。 
现在 转 到 定理 2 的 证 明 上 去 。 洁 具有 强 混 合 性 , 旧 202) 
= (9$:, Wo0) 一 (Two, Po) —> (0, 1)3= 一 0。 其次, 假定 2(t)>0。 由 此 
可 知 了 (入) 必 连 和 绩 。 故 关 于 mw， 一 co<t< co 可 测 且 依 范 数 有 界 
的 2， 2 可 写成 (30.3) 的 形状 , 再 利用 前 节 所 述 吾 ,o 的 正 交 性 就 得 
(Dig, 21) 一 (0， 1) (1， y) 十 p>2 [| fel) Boa) 
p+Q>0 
ee-iart Ba Bu GP (M1) dF (ju0) 。 (30.5) 
再 由 ?四 -0 可 得 
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『 eeapO < 二 ON +| arW—>00. 


省 以 区 问 的 特征 丙 数 的 线性 租 合 来 逼近 fy 和 9bg@, 卓 (30.5) 中 
的 2 内 的 各 项 收敛 于 0。 故 著 z,y 的 展 式 只 有 有 限 项 时 , 就 得 
(ay 9) 一 (2 ,1) (1, y)。 用 这 些 z,y 依 范 数 下 近 一 般 的 2,Y， 
就 可 以 迹 明 同样 的 粘 论 。 这 时 必须 注意 到 17z| = |zl. 

例 ”因为 正 态 平稳 过 程 z 是 强 入 稳 过 程 ,又 因 (|z60|) 天 co， 
所 以 样本 平均 : 


1 脸 
2 一 lim nF pat 


和 存在。 显然 Tw*=2", 所 以 车 了 (00) 为 回炉 , 则 由 定理 工 得 出 . 
2 一 常数 。 故 2 == 卫 (2') = 五 (zo) . 这 就 是 用 样本 过 程 来 求情 (wo) 
的 公式 。 同 样 的 事情 也 可 以 适用 于 vO2. 


§ 31 平稳 过 程 的 普 静 化 


首先 义 沁 平稳 叙 列 。 这 虽然 不 应 叫做 基 台 化 ,但 顺便 尺 过 _- 
下 。 关 于 随机 叙 列 sz, mn 一 …, 一 2, 一 1, 0, 1, 2, …, 的 弱 平 稳 
性 、 强 平稳 性 和 正 态 性 的 定义 与 平稳 过 程 的 场合 相同 。 又 在 正 态 
平稳 令 列 里 没有 必要 区 别 强 平 稳 和 弱 平 稳 , 这 也 与 以 前 一 样 ， 若 
假定 (2,) =0, 则 0) 一 (nrny on) 的 (Rhinchin 的 ) 说 分 解 为 


v (n) -| e-iarmg Fr (N) ， (31.1) 
而 dF 就 是 Ri/mod 1 上 的 测度 ， 又 zw, 的 (Kolmogrooroff 的 ) 谱 
@ ”这 一 千夫 是 错 损 的 , 因为 第 二 项 与 第 三 项 不 趋 于 等 。 不 用 区 关 的 特征 醒 数 的 


炎 性 粗 合 ,而 用 光滑 有 当 画 数 的 汪 积 %()) 的 贸 性 得 合 来 台 近 / vq 和 9pq，, 就 能 改正 这 
一 证 明 。 对 画 数 $() , 它 的 Fourier 变换 6( 和 ) 在 1->oo 时 迅速 减 小 ,因而 


| eanig ar (和 X) 一 全 (t 基 从 鸭 (t)} ->0. , 
一 一 般 肥 本 注 


$ 31 不 稳 过 程 的 普通 化 ge 
解 为 | 
1 | , 
mo 一 | emdy, lay dP). (81.2) 


由 此 可 知 ,下 稳 过 程 的 性 盾 几 乎 全 部 保持 ,而 且 以 更 简单 的 形态 出 
现 于 平稳 叙 列 。 
平稳 广义 过 程 (stationary random distribution) ”随机 过 程 
zi(o) 可 以 考虑 为 以 w 作为 辅助 变数 的 的 画 数 , 但 是 如 果 所 考 
虑 的 以 w 作为 辅助 变数 的 上 的 夯 数 为 广义 面 数 ， 旭 就 可 以 考虑 所 
调 广 义 随 机 过 程 (random distribution) 。 广 义 随机 过 程 也 可 以 分 
为 强 弱 丙种 来 考虑 。 合 多 为 无 限 可 微 而 且 支 集 为 有 界 的 t 的 本 
数 的 全 体 , 再 合 广 义 责 数 的 侈 体 为 2'。 车 有 $E 人 DG 和 w 的 画 数 
z(4$, o) ,使 得 对 % 的 所 有 的 值 (或 者 几乎 所 有 的 值 ) ,把 2 (4$，, @%) 
看 做 四 的 汞 数 时 它 属 于 信 ', 且 对 任意 答 定 的 $, 2($, w) 是 避 的 
可 测 画 数 时 , 2($, o%) 就 叶 做 强 义 的 广义 过 程 。 反 之 , 若 对 任意 芥 
定 的 四 , 把 z(4$, w) 看 做 w 的 夯 数 而 属于 如 = L202) , 又 映照 
:DIP 29, .EH 
为 取 值 于 互 的 广义 夯 数 时 , 序 2€ D5 时 ,2z($, 0%) 就 叫做 弱 义 的 
广义 过 程 。 特 别 , 若 强 义 的 /" 义 过 程 满足 强 义 的 平稳 性 : 
“(gs (四) ip 2(s)) 的 分 布 和 (2($ 扑 ) ，… ,2($ 中 )) 的 分 布 
恒 为 和 同 ” ($® (0) =$ (t+ 及 )， (31.3) 
则 时 做 强 平 稳 广 义 过 程 。 改 mw (o) 为 一 可 测 的 强 平 稳 过 程 , 且 坝 
五 (zo0j) 二 co。 对 此 , 若 定 义 
(go) 一 | $0) (81.4) 
旭 这 就 是 强 平 稳 广义 过 程 。 事 实 上 ,由 于 加 (|zo ) 天 co 便 知 对 几 
了 乎 所 有 的 w, 
人 So at<eoe (31.5) 
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( 喜 考 虑 积分 的 平均 值 ) ,由 此 即 知 ,作为 + 的 夯 数 ，a(@w) 是 局 部 可 
积 的 。 因 此 (31.4) 狂 出 了 蚂 义 的 广义 过 程 。 还 可 证 明 它 具有 强 义 
的 平稳 性 (81 .3) 。 又 若 有 一 弱 义 的 广义 过 程 2(p， %),$E D, 且 
m($) = H(z($)), 
(和 有 一 再 (人 (的 一 (内 ) (a =m))) (81.0) 
对 平行 移动 都 为 不 变 : 
ms($o) =—m($), 0p, pH) =0($, WD (81.7) 
就 叶 做 天 平稳 广义 过 程 。 例 如若 2 为 一 下 和 过 程 ， 则 下 式 所 
定义 的 就 可 以 看 做 是 弱 平 稳 广 义 过 程 : 
=() = 他 的 adi (积分 是 对 依 范 数 收 生硬 昔 的 ) 。 
事实 上 ， 
友人 (的 ) 一 | 至 乓 回国 开 = 可 | bat, 


v($, 内 一 | [sD Pol das | OT s) dids 
-=|20 [$0 Teas 
= [00 $0- Yad, = 


-| 20 (Gx) (Wat 


=v($*)). 
由 此 就 得 出 m, o 对 平行 移动 的 不 变性 ,又 知道 0($, 四 可 以 写成 
o(gx 凡 ) 的 形状 。 因 为 后 面 的 事实 可 由 2(4$, 如 是 有 对 平行 移动 
的 不 变性 而 推出 ,所 以 对 一 般 的 弱 平 稳 广 义 过 程 , 恒 有 
vp, J) =o(pry)). (31.8) 
由 于 这 里 的 2 可 以 看 做 2' 的 元 素 , 又 因 
v (pW) 一 0 (9 由 ) =|2(9) —m{$) >0, 


Vii 一 人 
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所 以 利用 推广 到 广义 画 数 情形 的 Bochner 定理 @ ,就 得 


2>= YO'—lim | edF (NAY, : ( 31.9) 
过 一 oo J 一 A 
a (MN) 
此 处 dF (N) >0, 上 <。 (31.10) 


这 就 是 人. Khinehin 的 于 分 解 的 普通 化 。 同 样 , 对 于 v(g) , 可 找 
7 一 Qnrlim | emadgy,, jiao 有 =4P 人。 (31.11) 
这 就 是 Kolmogorof 的 于 分 解 的 普 逼 化 。 
现在 合 mw， 一 co<<t<oo, 为 对 时 间 齐 的 复 Wiener 过 程 
(827 末尾 )。z; 本 身 显然 不 是 在 稳 过 程 ,然而 由 于 对 时 间 的 齐 次 性 
Ma 由 -Gd 所 以 车 考虑 21 在 广义 而 数 (35) 的 意义 下 的 微分 (由 
hao 由 一 此 而 明显 地 可 看 出 普通 意义 下 的 微分 是 不 存在 的 )， 且 
”起 为 De, 时 , 划 这 就 成 为 弱 平 稳 广 义 过 程 。 事 实 上 ， 由 
Dai ($) = —%.(") = -| pd’' (A= — | (oo 由 全 0 
(a 为 任意 ) 所 以 m($) 与 (8, 内 可 以 写成 : 
m($) =0, 几 
ud 有明 = Bb WWE ro) Cea dtds |, 
ob, DD =| | BOWE (0s 0 ids” 
( 取 4a 使得 由, 少 的 化 背 者 淆 入 (a, oo)) 
| | OBE ain, -odds .7 
-js GD 
一 6($x) (6 是 Dirac 的 8- 西数 )。 


人 BO 大 见 Schwartz: Théorie des distributions, II. Paris, Herman. 1952,432, 
一 一 繁 羡 本 注 
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”这 就 意味 着 v 对 平行 移动 是 不 变 的 ,叉车 写成 2($， 中 ) =20Cp* 四 )， 
则 得 2=65， 若 引用 下 迟 记 号 


dr: dg, 
元 0 (8) ， 


: da) Jaz, | at 1 


dd) a dp dt ? 
划 可 使 我 们 更 易 什 会 这 一 点 。 叉 因 


性 
3 Dtim 全 oa 


三 oo 一 A 


所 以 了 (A) = 入 就 是 说 画 数 。 这 时 因为 


En 
所 以 481.10) 中 的 指数 就 是 1。 

矢量 值 平稳 过 程 ” 可 以 考虑 使 得 w,， 一 co<t<co; 的 值 为 mm 

维 矢 量 的 平稳 过 程 。 今 就 弱 平 稳 过 程 作 一 些 简 单 的 咬 明 。 长 

m(t) 三 Uw1)=0, 这 并 不 丧失 普 台 性 。 合 wt, s 是 甜 阵 (wwy(t, s))， 

vult, 8) 一 加 (oo) Wm os 一 下 (oxo)， (31.12) 

当 Dus (¢, 3) 仅 是 了 一 s 的 西数 时 ， wi 就 吓 做 器 于 稳 的 , 记 为 Dai (t, 8) 

一 w(t 一 9) ， 至 于 全 = (ww 的)) 的 讲 分 解 , 是. Cramér 已 丢 采 用 

A. Khinchin 关于 谱 分 解 的 普 直 化 的 形状 求 出 了 。 那 就 是 有 一 - 取 
值 于 mxm 阶 和 矩 障 的 了 (NX) = (Pj;(N))，, 使 得 


y(t) = | ed 0). (31.13) 
此 处 (和) 是 满足 下 鹿 关 系 式 的 Hermite 德 陈 : 
A 之 K 坟 P(N) 一 了 (pm) >0 (二 0 是 正定 型 )， 
了 (co) 确定 ， 玉 (一 00) 一 0， 
FAO+O) = FN), 
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事实 上 , 因 对 任意 的 {cj , 2 二 这 QTVy (#) 满足 : 
之 EnévVa (如 一 加) 一 之 名 名 ECG; (gt,， 0, ) 一 | 之 Eat, |? 圭 0， 时 


所 以 va) = [erid Fo (N) . 
47 (和 ) 就 是 (cj) 的 Hermite 形式 而 和 且 4F, %) >>0。 因 此 可 以 确 
定 克 (0D ， 使 得 470 = m4 Fy(), 而 4F(N = (4 Fy(N)) 
就 是 正定 的 。 

在 这 个 场合 下 也 可 以 得 到 相当 于 Kolmogorof 的 谐 分 解 。 

关系 到 时 间 和 地 点 的 随机 过 程 ” 随 机 过 程 是 表达 随时 疝 而 变 
化 的 偶然 量 , 但 也 可 以 考虑 时 间 和 地 点 双方 都 改变 的 情形 。 警 如 
设 , 在 某 企 时 刻 1 处 于 某 一 地 点 = (各 人, 5&8) 的 状态 可 以 由 某 
个 随机 变数 *(t, E, o) 来 表达 的 情形 。 现 性 

mt, =B(v(t, €, %)), 
z 9 他 8 DD) = EB{(2(t, £, &) 
—m(t, ) (Cs 二， o) - mt, EY ©)}. 

车 这 对 了 时间、 空间 的 平行 移动 都 不 变 ,有 z(t, E， oa) 是 平稳 的 。 此 
时 ，m 人 允 ) = 常数 (以 后 合 为 0), 而 o(t，&;s,，7) 就 成 为 4 一 s， 
上 一 1 一 (得 一 人 53 一 9 6 一 03) 的 图 数 人 一 SS， 一 ,关于 ? 亦 
可 得 对 应 于 Khinchin 分 解 的 姓 分 解 @ 


v(t, £) 2— [ee gp (入 ， 0) ， 


(c， © 一 5l6l 十 0a6a 十 0aga。 
而 2t 8, @) 的 分 解 (Kolmogoroff 的 ) 也 与 平稳 过 程 的 场合 一 样 。 
又 除 对 地 点 的 齐 次 性 以 外 ， 还 可 假定 各 向 慰 司 同 性 的 性 盾 。 这 时 ， 
v(t) 可 以 写成 2 心 , 18|) 的 形状 , 181 是 矢量 5 的 长 度 , 此 时 测度 
dF (NA, 0) 对 地 点 也 具有 各 向 同性 的 性 质 , 凤 4F (Mh,o) =dG (NX,7)， 


@ 这 是 多 元 的 Khinchin-Bochner 定理 ， 尾 的 证 明 可 湖 见 9. Bochner: Har- 
monic Analysis and the Theory of Probability, 1955, 58 真 。 一 一 校 者 注 
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d0(r 表示 o 的 长 度 ,而 9 就 表示 o 切 单位 球 的 点 ) 。 也 就 是 
oC [ED) =) er ED aGN, 7). (人 .区 


Es 


此 处 天 可 用 Bessel 而 数 表 为 
EK(p)=2r 2 (31.15) 


各 辐 同 性 濡 流 (isotropic turbulence) 前 面 褒 的 是 对 时 点 # 
”和 空间 的 点 &, 对 应 着 一 个 偶然 的 纯 量 z(t, 各 wo) , 但 在 这 里 所 考 
虑 的 是 以 矢量 & teE, o) 代替 纯 量 。 和 车 如 ,对 任意 的 时 点 妨 会 浊 
流 在 空间 的 点 上 .上 的 速度 为 WU 以 ,5, o) 就 是 这 种 情形 。 为 了 弄 靖 
楚 实 质 上 的 难点 , 而 把 时 点 ; 固定 起 来 , 并 记 为 UE, ao) , 再 假定 
Eu(é&, o) -0。 于 是 v(é, 7) 就 是 
v(E, 7 = EWE, oO) Wum, oo)]， 
而 这 就 是 在 点 5, ”7 上 的 切 平 面 T 了 ;和 了 7, 的 张 量 积 人 ,9 了 TD, 的 元 素 。 
大 这 对 于 容 间 的 全 等 变换 为 不 变 , 则 2&( 人 ,oo) 是 做 各 向 同性 濡 流 。 
这 个 不 变性 的 意义 , 讨 得 清楚 些 就 是 这 样 的 : 分 9 为 任意 的 全 等 
变换 ，y9 将 点 映照 成 点 g.&, 而 同时 由 此 引出 的 切 平 面 T 到 
9g 改 的 切 平 面 7,.: 上 的 全 等 变换 g, 还 引出 TT 到 Ty.;OT,.， 
上 的 全 等 变换 。 后 者 也 以 9 来 表示 。 由 9 得 出 的 不 变性 就 是 
E[gu(é, 0) BI, wo)1= Bug:E, w) Wulgen, w)]. 
(81 .16) 
也 就 是 
90(E€, 0 =v9E, ON . z 
现在 , 若 在 二 的 窑 间 里 定 一 正 交 有 系 (61, 6s, es) , 双 在 全 |, 里 也 
取 一 与 这 平行 的 正 交 系 (ca (6) ,ea ( 昌 , es( 自 ) , 然后 以 此 来 决定 从 
t=gEO6 = gyby 士 扩 ，(g9y) 二 正 交 牌 阵 | 
1 (81.17) 
VW 9° WNW = gu 
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因而 (31.16) 就 可 写成 
五 (之 Irier (2 gi (mm) ) = E(w (gé) 0 (gn)) ? 
也 就 是 
> gr9Vr(E, 1) = Vg9E, gn). (31 .18) 
特别 ,者 设 (95) = 单位 敌阵 , 则 
Vi(E, 7) 一 06( 伦 十 几 n+h), hbh= (hi, hes, hs). 
故 v5 是 57 的 画 数 。 若 记 这 夯 数 为 oj (0) ， 则 由 (381.18) 得 
TRgitV nt (5) 一 00 095) 。 
现在 , 若 设 0463C，0) 一 名 absvu(é) 期 上 式 等 从 于 
v (gd; ga, 95) 一 0 65 2) ，9 是 正 交 垂 际 。 (81.19) 
因由 定义 ,2(6; ay 6) 是 6 的 正定 函数 ,所 以 
(上 CO) 一 | sre om 人 ai a), mm(d\; o) 之 0。 
利用 2(E6;4, 5) 是 4,5 的 双 二 次 形式 这 一 事实 ,就 得 
vo(€; @, b) = [emr0om (GaN; 45) , 
mds; a, o) 一 0 (OCX o) >0., 
mu (dy @, 0) 就 是 4%, 5 的 正定 的 双 二 次 形式 。 双 由 4 的 不 变性 
(31.19) , 便 知 m 也 具有 不 变性 : 
m(gadl; ga, 90) =m (aN\; a,b). 
由 此 就 得 出 表达 式 
~ mld\; a, 8) =¥ wby[00d0m (ar) 
十 (8 一 90))dgma(dr) +mo(dN)]. (31.21) 
此 处 = | 入 | , 9. 二 入 /| 入 | ,9 是 单位 球 上 的 球面 元 素 , mi, ms 是 
(0, ce) 上 的 有 界 测度 ,mo 是 只 分 布 于 和 空间 的 原点 的 测度 。 反 
之 ) 若 由 形 如 (8.24) 的 mr 和 (81.20) 来 定义 v, 便 知 这 是 对 应 于 
各 向 同性 庙 流 的 v。 


(31.20) 
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$32 条件 概 率 


考 虐 概率 罕 则 2(B, P) 。 讼 昌 , 为 召 的 子 Borel 集合 体 ,对 
好 可 测 的 集 或 而 数 自然 对 如 也 是 可 测 的 ,但 反之 球 必 刻 立 。 次 说 
4 为 事件 , 即 对 如 可 测 的 集 。 按 照 Doob 的 说法 , 可 将 4 关于 上 B， 
的 条 件 慨 率 (conditional probability) P (4/Bi) 定义 为 满足 下 列 
条 件 的 @ 的 实 画 数 P(4;B) (o) : 

(C0.1) P(A4/Bi) (ww) 对 Bi 可 测 ( 故 当然 是 (如 , P) 上 的 随 
机 变数 ) 。 

(0.2) 若 B8 为 Bi 的 可 测 集 , 即 BE Bi, 基 


P(4:B)~| P(A/B,) (w) Prda) (82.1) 


利用 Radon-Nikodym 定理 可 以 证 明 上 述 的 P(4/B,) (w) 是 
了 唯一 存在 的 ( 除 震 测 集 外 ) 。 因 车 将 P(4.B) 看 成 为 关于 B 的 集 画 
数 , 姑 它 是 2(B,)_ 上 的 有 限 测 度 , 并 由 了 (4.8) 二 P(B) , 故 它 关 
于 P 了 (精确 些 , 限 制 在 如; 上 的 P) 为 息 对 连续 , 故 满足 (32. »D,， 对 
B; 可 测 的 面 数 除 在 雾 测 集 上 外 是 唯一 的 。 

因 易 使 人 怀疑 上 述 定义 与 通常 所 定义 的 条 件 谭 率 宪 间 有 何 关 
系 , 故 就 此 略 加 说 明 。 斑 将 9 分 成 为 有 限 或 可 数 个 互 不 相交 的 可 

测 集 之 和 , 即 

Q= BB z (82.2) 
将 Bi1, Bs,… 中 车 干 个 (0 个 , 有 限 个 , 无 限 个 ) 集 的 和 的 和 货 的 全 体 


表 为 Bi, 出 五 ,显然 是 一 Borel 集合 体 。 此 时 对 B, 可 测 的 两 


数 P(A/B)) (o) 分 别 在 61,，B;,… 上 各 取 定 值 Qi, Ca …) 故 在 


得 .全 
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(82.1) 中 , 若 以 8B8, 代 B, 期 得 
P(A'.B,) =wP(B) 9 
亦 即 m= P(A4:B)/P(B). 
故 得 次 式 : 
P(A/B) (w) =P(A:B)/P(B), woEB,, (32.3) 
通常 PL4B)/P(B) 呈 做 在 条 件 BB 下 的 4 的 概率 ,并 起 为 P(A/B). 
利用 这 一 到 号, (32.3) 变 成 
P(A/ B,) (@) =P(A/B,) ; WE B,. (832 .3 ) 
由 此 就 显示 了 Doob 的 定义 与 通常 的 定义 的 关系 。 
次 敲 z(%) 为 一 随机 矢量 , 其 值 域 为 R4( 尼 人 ， 和 至 : 为 . 
{o-:( 盏 )/ 盏 E 加 4 。 当 vw(w) 的 华 标 为 m% (wo) 时 , 可 以 各 为 Bi 是 
由 形 如 
2 (ao) <e 
的 集 所 产生 的 Borel 集合 体 。 由 于 RA(B^) 上 (B^) 可 测 画 数 9 可 
写成 9 (2(w)) 的 形式 , 故 由 PL4/B1) (wm) 对 Bl 可 测 的 条 件 ,可 将 
(32.1) 写成 ， 


POCOD) CD)PGm 
坟 全 的 委 布 为 P， 则 风 己 Pa:, 放 得 
Po 可)=| (Pag. 


上 式 左边 可 看 成 EB! 的 而 数 , 它 是 一 测度 , 且 因 了 P(4'2-1()) 
< 了 P(g-1( 思 )) 一 Ps( 如 ) , 故 它 是 关于 Ps 艳 对 连 积 的 测度 。 因 此 ,由 
上 条 件 唯一 地 决定 了 9 ( ,此 序 Kolmogoroff 所 定义 的 条 件 概 率 
P(4/z=E)，。 前面 Doob 所 定义 的 (4/ Bi) (wm) 就 是 将 >(o) 代 
入 9 (中 的 而 得 的 随机 变数 ,以 后 简写 为 P(4/z)， 


例 如 7,y 为 两 个 实 随机 变数 ， 并 识 其 联 合 分 布 有 密度 f(& 0) 则 
Kolinogorof 条件 构 床 为 
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PveB/z= =| fC Van /| fe, Wan. 
由 此 可 得 Doob 的 条 件 概率 为 
Poye EB/ =| fC, war/ fe Wa. 


$ 33 条 件数 学 期 望 


条 人 数学 期 记 完 全 可 以 和 条 件 要素 并 生 地 守 义 。 散 Wo 为 
实 ( 或 复 ) 随 机 变数 ,并 朗 
Elyl<%. (人 1) 
与 上 节 一 样 , 设 至, 为 召 的 子 Borel 体 。 对 任意 可 测 集 B, 定 
By; B)=|, y(w) P (dw). (33.2) 
y 对 于 Bi 的 条 件数 学 期 户 B(y/ BB, 定义 为 满足 下 二 条 件 的 wo 的 
苹 数 E(y/B,) (o) : 
"(BE.1) BQ/B) (o) 对 Bi 可 测 。 
(8.2) 对 任意 BEBi, B(y;B)=B(B(y/B') ;DB). 
这 样 的 五 (y/ 如 ) (%) 必 存 在 , 且 除 P- 替 测 第 外 是 唯一 的 , 这 
可 与 条 件 概率 的 情形 一 样 ,利用 Radon-Nikodym 定理 来 证 明 ， 
阁 设 A 的 未 性 硒 数 为 XA (@) ; 由 于 E(xva/ 加 ;与 P(A/B,)— 
致 , 故 条 件 购 牵 可 淆 成 条 件数 学 期 记 的 特殊 情形 。 下 面 叙述 有 关 
条 件数 学 期 逆 的 性 质 ,由 此 亦 易 推出 条 件 概 府 的 性 质 。 
0) 车 z 对 Bi 可 测 , 且 万 |y| , 刀 |yz| <co, 则 : 
E(wy/B1) =2E (y/B'). : (83 .83) 
因为 ,如 2 为 对 E Bi 的 示 性 机 数 , 划 对 任意 BE Bi, 有 


E(w;B)=E(y; MB) -| , EC(y/B) (0)P (do) 


‘=| ,2(0) B(y/ BD) (oo) Pldo). 
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并 由 z(w) 思 (yj Bi) (w) 对 Bi 可 测 , 故 得 
Elzy/B1) (ww)=2(2) E(Yy/B)(w). 
再 注意 (883.8 ) 的 两 边关 于 z 是 线性 的 , 由 此 部 易 推 出 对 任意 的 
2，(3838.83) 均 成 立 。 
(二) 车 BiC B,, 其 
E(y/B1) = B(E(Yy/B,) /B,) ， (83.4) 
因 车 BE 吾 ,， 旭 显然 BE Bs, 故 
BE(y;B)= BE{BE(y/B,);B} 
—B{E(E(Yy/B;)/B,) ;B}. 
故 关系 式 (33.4) 成 立 。 
(iii 如 y=c1y1 十 6xya(C1, 06; 为 常数 )， Ely <o0,%=1, 2, 剧 
Ey/B1) =0.B(Yy/ Bi) 十 cz 五 (ya Bi). (88.5) 
(iv) 好 on 一 9 yr) 2, Elz| <o0, A 
Ey /Bi)—> Ey/B), (33 .6) 
汪 最 1 以 上 关系 除 一 P- 零 测 集 外 靳 成 立 。 
注 震 2 若 zxz 为 任意 的 随机 矢量 , 则 与 P(4/z) 同 样 可 以 定义 吾 (y/z)， 


§34 Martingale® 


Martingale 在 概率 论 中 是 一 个 非常 重要 的 概念 ， 但 在 本 节 
中 只 叙述 与 本 章 有 关 的 事项 。 

识 zi,tETDP(TPD 为 实数 第 ) ,为 一 - 随机 过 程 , 昌 至 (lm ) << co 。 
对 每 一 纶 了 了 有- Borel 集合 体 至 , (C) 与 之 对 应 , 且 读 

(i) 如 s<t, 剧 B,CcB,; : 

( 主 ) 对 所 有 1€ET,z 对 Bi 可 测 ; 

Gi) 如 s<t, 斯 如 {zw/B,} =z; 以 概 雍 为 1 地 成 立 。 


PE 


和 WO 此 闻 可 大 看 J . L. Doob: Stochastie Processes, 1953, 第 七 章 $11. 一 一 校 者 


注 
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此 时 称 {2 小 关于 {B1} 为 Martingale 。 
”如 条 件 (让 ) 换 为 

(ii 证 ) 若 8 过 t, 居 五 {21/B,} 二 zw 以 概 这 为 1 地 成 江 ， 
就 称 {z2r} 关于 {Bi} 为 Semi—Martingale., Martingale 是 Semi 一 
Martingale 的 特殊 情形 。 

试 述 8emi-Martingale 的 性 质 。 首 先 ， 灰 武 成立: 

Us<t, ECs,) <H(p). 

号 式 易 由 iii) 导出。 达 (c 诉 对 年 调 不 碱 ， 故 至 多 除 在 可 数 多 个 
成 外 , 均 为 连 积 。 

定理 1 油光 为 区 间 ， z.,1ET, 关于 (BiET) 为 Bemi- 
Martingale, E(w:) 连续 。 堵 2 为 可 分 , 居 几 乎 一 切 样 本 丽 数 w 
仅 有 第 一 类 不 巡 炉 点 , 且 对 每 一 t, 有 

P(go= ,=o0) =1., . ( 诅 上 略 ) 


335 转移 概率 


识 避 为 具有 第 二 可 数 性 的 紧 致 的 Hausdor 全 容 间 ,因而 对 的 
拓扑 可 由 距 遍 决定 。 全 Ba 为 含 的 一 切 开 集 的 最 小 Borel 体 。 

丽 数 P(t z, 如 ) , 其 中 t 为 时 间 ,t 汪 0, 2€ BR, 力 E Bn, 如 满 
足下 刘 条 件 , 剧 称 为 转移 概率 (transition probability) :2 

(T.1) 当 t, 2 固定 时 , P(t, vw, 加) 关于 如是 构 于 分 布 。 

(T. 2) (对 z 的 速 炉 性 ) 对 固定 的 与 当 w->zo 时 , 测度 P 4， 
2 万 ) 泛 弱 收 合 于 P(t, zo, 避 ) ; 序 对 任意 的 连续 画 数 f， 


| FW PG, 2, oy) > FW) Pt, so, dy) , se0. 


(T. 8) (对 tt 的 达 秆 性 ) 对 固定 的 >， 当 二 >0 时 , 测度 PQ， 
2D) 五 ) 泛 劲 政 伊 于 5(2, 也 ) (=1, ZE 2; 一 0, 2€ 2B); 即 对 于 任意 
的 回 种 而 数 / ， 
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[FW PG 0, mn 一 | fe, dy) =f (2) i>0. 


注意 ,由 (TT. 2) 可 以 证 明 , 当 固定 i 和 和 加 时 , Plt, 2,， 也 ) 是 2 的 
(Br) 可 测 夯 数 。 为 此 , 只 要 证 明 对 于 (B;) 任 意 有 界 可 测 国 数 了 ， 


9 一 | FDP 
关于 4 是 (Bs) 可 测 而 数 印 可 。 实际 上 , 训 具 有 这 各 性质 的 了 的 他 
体 为 丈 ， 由 (T.2) ,可知 多 包含 一 切 达 入 鲁 数 。 又 由 可 测 性 的 定 
义 ,可 知 F 对 极限 运算 不 变 。 帮 任意 有 界 (Bx) 可 测 夯 数 肯 属于 
注意 上 述 各 点 后 ,再 加 上 下 面 的 条 件 : 
(4. 4) (Chapman-Kolmogoroff 方程 ) 
P(G+s zi 可 一 | Pd 2, dy)P(s, y, A). 


由 上 面 的 急 述 可 知 右 边 的 积分 有 意义 。 

P(t, wz 可) 的 直观 意义 是 :在 最 初 处 于 2 状态 的 条 件 下 , 经 过 
时 后 塌 移 到 五 状态 的 概 于 。 因 此 Ohapman- 开 olmogorof 方程 
的 意义 是 : 为 了 多 时 间 t+s 后 自 “ 转移 到 百 , 先 经 时 后 畦 人 已 
的 某 点 y， 然 后 再 沟 时 间 s 后 围 入 召 。 这 个 方程 是 对 这 种 转移 必 
然 要 求 的 条 件 。 

例 1 识 B 为 有 限 集 。 显然 对 离散 新 盾 (discrete topology ) 而 冒 满 
是 上 上 述 条 件 。 为 了 定义 P(t, zw， 召 ) ， 只 要 对 点 集 { 寻 定义 了 加 朗 可 , 记 为 
Pu, 2 yy) 由 (T.14) 得 

P(t, 2 Y) >0， P(t x, Y) 一 工 ， (35.1) 
(T. 2) 显然 成 立 。(T. 3) 普 成 z | 
1, z=y, 
Plt, 0 Y)—> b(t, 功 -| (35.2) 
| 0， XYy，, z 
当 t 辐 定 时 ， (P(t 23 ,X,Y E€ BR) 可 各 为 有 限 阶 矩 障 ， 认为 Pi, 上 则 (35. 了 1D 
囊 示 Pi 的 元 素 非 刍 ， 且 其 各 行 元 囊 的 和 为 1。 这 种 和 矩 陈 称 为 随机 答 阵 
(stochastie matrix) 。 (35.3) 二 示 往 
Pi->T (单位 短 阵 ) ， 二 >0 . (35.2') 
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由 筑 障 莱 夺 ，, Chapman-Kolmogoroff 方程 变 为 
Pr.e= Pr Pp,. | (35 . 3) 
例 2 敲 瑟 为 洋 数 集 有 加 上 ce 的 紧 化 安 间 。 对 2€ Ri, 五 ERTL 设 


PO,¢ E)=—| Ni(y—%)d Ni(z) = Le- 入 
? ~ t Ys Vt Va 
交融 Plt, co B) =j(co; 本， 
(TT. 了 D 显 然 成 立 。 斌 研究 对 于 z 的 束 秆 性 。20 于 oo 时 ,对 于 连 秆 而 数 f， 
rowe-am=[rerowom OO 


-> fr wra) Ne(Way= | 7 Ne (yzo) dy, 
( 因 / 在 紧 空 间 玉 = RI1U {co} 上 过 和 炉 , 帮 有 界 )。 当 mm= co 时 ,对 所 有 的 Y 可 
得 1(y+m)->f(co) (wx->co)y 故 与 上 式 同 样 可 得 
7 Ny-s) dy >f 0) =|f (30, ay). 
对 于 t 的 连续 性 可 由 次 式 导出 : 
fr Way) y= Gt VT Ni dy >t (©). 
Chapman~Kolmogoroft 方程 在 RI 中 可 由 正 恋 分 布 的 性 夺 Nit 二 NN,*N, 导 
出 ;在 oo 处 则 显然 成 立 。 
例 3 说 五 =[0, co, 并 谣 P(t zy 可 由 次 式 定义 : 
Pt «3 BE) = | [Ne(y—o) + Nely +0)Jdy, se [0, oo) Bc [0, oo), 
Plt, oo0, E)=5(%, E). 
容易 验证 ,了 P(t， x, BB) 满足 上 迹 四 个 条 件 (T. 1) ~ (T. 4 。 
泽 莫 ”利用 (T. 4) 可 壬 (T. 3) 推 得 (参看 37) 
(T.3') 对 辕 定 的 x， 当 坟 > 加 时 , P(t x， 上) 泛 弱 收 伊 于 Pos Ty BE). 
由 此 可 网 为 何 (T. 3) 可 表达 对 + 的 连 杆 性 。 


$ 36 件 随 转移 概率 的 侍 群 与 对 偶 侍 群 0 


利用 前 节 的 记号 , 记 在 及 上 的 连 针 丽 数 的 生体 为 C。 对 通常 
”的 线性 运算 来 向 ,CC 是 线性 空间 , 赋 与 范 数 | 有 =maz1f (2)1,z€ 县 ， 


人 @@ ”关于 本 节 和 下 节 , 可 参看 关 繁 站 : 泛 醒 分 析 讲义 ， 高 教 出 版 社 ，1958, 第 四 章 。 
一 一 校 者 注 
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则 它 可 淆 作 可 分 的 Banach 空间 。 人 入 定义 To t>0 xn 下 : 
TF)=| FDP zd), (86.D) 


好 由 (了. 2) 可 知 , 如 fEC, 划 了 EC， 生 2 可 看 做 C 中 的 线性 
算 子 。 利 用 (T. 1 可 得 


Ti 宇 0, 即 如 了 二 0, 则 了 Df 二 0， (86.2) 
Ti1=1., . (36.8) 
因而 z : : 
[T=supt} Tf|, If1<1}=1. (36.4) 
由 Cr. 3) 得 四 
Tfv) >f2), TER, t->0, (36.5) 
因 C 的 共 酌 空间 C* 为 召 上 的 (有 符号 的 ) 测度 空间 , 故 上 式 变 成 
了 T 卫 > 了 ( 呢 ) (I 为 恒 等 算 子 ) 。 (36.5") 
亦 即 对 任意 的 JE C, hE C", 上 式 等 价 于 
(Tif, 0) >(f, 41). 
由 (IT. 4) 可 得 千 群 的 性 盾 | 
TT = Tirs . (36 .6) 


一 般 , 对 于 可 分 Banach 空间 媚 上 的 有 界 粮 性 算 子 族 J, t>0, 
如 在 性 质 
上 2 T,—>I ( 弱 ) ;TT 一 人 Ps， (86.7) 
则 称 此 族 为 妃 上 算 子 的 牢 群 ,或 简称 为 卫 上 的 举 群 (semi-group)， 
上 述 ,C 上 的 算 子 族 T,, t>>0， 亦 满足 (36.7) , 故此 族 是 CE 
的 生 群 , 称 为 伴随 Pd z, 如 的 牛 群 。 
其 次 ,对 LEC" ,定义 
Tiu(B)=| Plé, os, Buldo), (86.8) 


于 是 由 0<PL, 2, 如 ) <1, 得 
[Use [72<1， (36.9) 
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此 处 | 是 到 的 合 变 郑 (total variation)。 注意 到 
Cif» p= Ff, TD) =) | f PC, andn)， 

可 见 TY 是 T, 的 共 蜀 算 子 , 故 记 号 人 难 是 合理 的 。 由 Chapman- 
Kolmogoroff 方程 得 TtTs = 人 TY。 又 

(f, Tm)= (Tf, -> 0) FEC, mEC, 
因 C 不 等 于 (C*)*, 故 不 能 导出 到 一 大 (能 ) (大 为 C 上 的 恒 等 
算 子 ) ,但 肉 它 是 与 此 相似 的 条 件 , 故 称 为 7? ->1" ( 泛 增 ) 。 

烷 合 上 述 得 : 
I 过 1， 玫 ->( 泛 也 ) ，TYIY 7? (36.10) 

因 C" 不 是 可 分 的 ,而 且 上 述 第 二 条 件 与 (36.7) 的 第 二 条 件 稍 有 差 
异 , 故 不 能 说 Ti, t>0 是 C* 上 的 牢 群 , 但 因 上 比较 近似 , 故 称 为 件 
随 卫 (t, 2 召 ) 的 对 偶 伯 群 (dual semi-group)， 


§ 37 五 ille-Yosida 理论 (1) 


座 如 为 可 分 Banach 空间 , Ti, 1>>0 为 其 上 的 定 群 。 在 前 节 
(36.7) 中 只 要 求 环 一 工 (能 ) ,但 利用 其 他 性 盾 后 ,可 得 
| 一 月 ->0， 即 7 一 了 工 ( 强 )@ 。 (37 .了 
要 证 明 这 个 性 质 , 需 要 用 到 Dunford 的 定理 (Ann. of Math. ， 233， 
1982，p. 567~573) , 故 话 明 从 略 。 由 (37. 了 还 可 得 到 
[Tf—TfI 30 (3s),. (37.9) 
为 比 , 设 wmin (t, s) , 9=|t 一 s| , 旭 得 
上 一 全 有 = 和 一 六 下 1 一 用 ->0， 
由 此 可 知 (37.2) 的 收敛 对 * 是 一 致 的 , 故 TP,f 对 1 为 一 致 连 续 。 
Hille-Yosida 理论 是 关于 生 群 的 生成 算 子 的 理论 。 由 于 TT， 
t>>0, 有 群 的 性 质 T/T, 一 了 TD,,。， 因此 有 了 时 虽 未 必 尽 知 一 切 的 TT;， 


@@ 去 看 关 辟 直 : 泛 孙 分 析 讲 义 ,高 教 出 版 社 ,1958, 482 真 。 一 一 校 者 注 
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i 二 0, 但 如 知道 DD/，、0<-t<<6, 焉 处 6 为 任意 小 的 正 数 ,期 对 任意 t， 

都 可 求 出 了， Ti, 0<t<26 称 为 征 群 ,1t 汪 0 的 群 芽 (germ)。 
为 了 苍 出 6->0 时 的 极限 性 质 ,定义 算 了 于 4 使 ~ 

4f 一 lim 二 全 一 大 (极限 对 范 数 而 取 ) ， 37.8) 


4 称 为 生成 算 子 (generator) 。 使 上 述 极限 存在 的 了 他 体 形成 4 的 
定义 域 D(4)。“ 

“显然 (4) 为 吾 的 线性 子 空间 , 4 为 线性 算 子 。 通 常 人 (4) 
与 加 并 不 一 致 , 且 4 非 有 界 。 伯 为 了 易于 说 明 , 先 对 4 为 有 界 且 
D(A) = 恕 的 情形 作出 形式 的 计算 。 训 对 于 算 子 的 范 数 而 阁 , 有 


A=lim 二 一. (37 .4 
， 
Tes Te DoTy, 
” 当 6->0 时 得 
号 二 一 4 。 


， (£4A)’” 
T= 一 4(= > 1 人 
考虑 , 的 Laplace 变换 RR， 
R,= | 0 一 im 这 元 也 eT ) 
-由 形式 的 计算 得 
B=| eertdt= | eo (7 一 4 
因 条 f 三 和 f, 故 XL 可 简 号 为 入 ， 
R= (A— A)™. 


部 vv 一 Re 满足 次 式 
(A— A)u=», 
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根据 上 了 进 定义 ， B; 称 为 Ti 的 预 解 算 子 (resolvent) 。 
留意 工 进 各 点 , 今 坛 就 一 般 情 形 加 以 严格 花 证 。 


(BR 有 内 一 人 ea FEE, WE EB". (37.5) 


亦 可 以 定义 为 


co ， 1 oo _ik 
it Fi | [a . t 
Bf-| 2 Tfat( = im 人 Ti (37 .57) 


如 上 所 述 , 因 PD:f 对 + 速 粮 而 且 有 愉 , 故 以 上 定义 是 可 能 的 。 


Bf] class ea- 人 
故 得 
1 
[Rs x， 
部 R; 为 有 界线 性 算 子 。 、 
其 次 , 往 放 


BR,— B= — (M0) RR,, 
IAR.f—fl—>0,， 入 >co。 
对 于 FE 五 ， o€E > : 


(RRsfy 0) = | (PR ot 


0 


== | (Ryf, Tro)dt 


台 
oo 


dl CP,, if 9 0o) dsat 


| 
一 | | err (Tf, 0)dsat 
0 t 

| | 


-- | (PP Tro) dsdt 


em (Tp, ods | eat 


(37.7) - 


(37 .8) 
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js 一 (2— pys — 1 
让 (7 0) my 
ne Cj]。 


BF- <| resp fat= | er, 7 一 用 as->0， 

R; 的 值 域 和 由 (87.7) 可 知 与 入 无 关 。 实际 上 ， 
Rf= RlI+ (Mn) RfE,, 

帮 移 .CCR。 和 将 入 , A 互 换 ， 期 得 六 , 己 册 .。 故 并, 站 , 。 因 此 六 ,可 
简写 为 六。 、 

t; 显然 为 线性 子 空间 ,由 (37.8) 得 

多 一 五“〈 一 裘 示 于 包 ) ， (87.9) 

即 9 汶 五 的 稠密 线性 子 空间 。 

其 次 , 斌 证 之 (4) 一 由. 先 设 了 EN. 因 了 /= Rg， gE E, 故 


Tf = TRg= | gH, ge 


=— ~ et at 


而 oo 8 
EX | ex2T9 at _ ”| eg at , 
.0 , 0 


ft 4 A 1 | —At ~ 
一 fg— e 下 1 Tg at —>Af TI 。 


故 若 了 ENR(fF=R9), 盎 fE 冤 (4), 重 
A4f=Af—g. 
注意 : 和 一 4 是 一 一 对 应 的 ,为 落 明 这 一 点 ,只 : 需 由 一 4)f==0 
能 导出 7 一 0 序 可 。 由 (一 4 太一 0 得 41 一 XF, 故 
To.f -二 )sf 二 ofs) 一 (十 Xe)F 十 o(s)， 
fl=1T,fI= (1+Ns) f+o(), 
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0>Xs|f1+ol)， 大 THoGD<0， 
由 此 朗 得 |<0, 友 1f1 = 
现在 反 过 来 试 明 , 如 果 JE 人 (4) , 卓 fE 半 。 如 此 得 证 , 妈 得 
证 全 (4) =% 。 旗 /ETD(4), 故 4f 存在 , 裔 gf 一 4f, 又 识 
fo=BRg。 由 上 竺 诅 明 之 未 所 述 有 
z “Afo=Afo—g9 
故 
(一 Dfo=g= (一 AF. 
因 入 一 4 为 一 对 一 的 ; 故 
f=fo= RgE 滴 。 
总 千 上 述 诸 结果 , 可 知人 (4) 一 站 , 且 如 果 fED(4) ( 因 之 
f=B9) ,期 
: z ~ Af=N\f—g. (37 .10) 
2 一 4 为 一 对 一 的 ;因此 
(一 A)~1= R,， 因 而 Br 和 一 4， (87 .11) 
而 且 . 
TA) 一 开 一 也 . 
着 JEaoud)， 则 人 JE 过 (4)， 且 下 面 的 生成 方程 (evolution 
equation ) 碟 苹 : 。 


dl 时- = AT,fF(= 71.47). (37 .12) 


因为 ， jn fen Nf -BRg; 故 
Tf=TRg= RTigE D(A), 


ODF 1 Dl 
2 


一 AT,f 一 - ATRg 
一 dx 一 AMAR.T'ig 和 Tig 
=T (MRg—g) = TARig = TAf, 
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§ 38 Hille-Yosida 理论 (2) ” 尘 群 的 构造 


上 节 中 裔 第 群 已 知 而 叙述 了 其 生成 算 子 的 性 质 ， 上 以 及 它 与 御 
群 的 关系 。 惧 4 为 生成 算 子 , 则 显然 有 

(A.1) 4 为 线性 算 子 , 且 责 CIJ 一 忆 . 

(A.2) (一 全 -定义 于 整个 百 上 ， 且 


1 >0). 


本 节 的 目的 正 与 此 相反 , 邹 要 证 明 , 满足 上 述 两 条 件 的 4 是 某 叭 
一 后 群 的 生成 算 子 。 
”首先 ,就 由 上 列 条 件 证 明 : z z 
车 五 = 和 (一 外 于 划一 用 -0 (>00)。 (88.1) 
如 feE2B(4), 
Lf-—f= (一 4)-27 一 (一 4 一 (一 4 
= OA 4) = A 4 
[Tf—fi<IAFI/ASO0 (N300). 
对 一 般 的 fEB, 有 
f=gth, gED(A), lhl<e. 
由 上 述 知 | 79 一 中 一 0。 
[fF—fFl<hlg—o) -tIn) lr) 
委 |79 一 外 十 2 一 1 一 中 十 2 一 28。 
故 对 一 般 的 了 也 有 1,f 一 | 一 0. 

由 上 节 , 如 4 有 界 , 则 TD: 一 et! 是 以 4 为 生成 算 子 的 秆 群 。 但 
一 般 褒 来 , 因 4 不 是 有 界 的 , 故 不 能 简单 地 得 出 这 样 的 精 论 。 现在 
先 用 4, AT, 来 代替 4, 如 上 所 述 , 1; 可 看 成 恒 等 算 子 了 的 近似 
算 子 , 故 4; 亦 可 看 记 4 的 近似 算 子 ,县 由 : 

4,= A NA)1= NN— A) NAA) 


114 第 4 章 Markoff 对 程 
-和 .一 人 -MTT 站 
可 知 4 有 界 ; 令 设 
TD = gh, (88.2) 
这 就 是 所 求 的 了 i 的 近似 生 群 。 试 证 T* 为 宇 群 。 显 然 T 外 > 也， 
T 多 279 一 四，|7PP| <1 的 证 明和 如 下 : 


| Te) | -一 | ex| _ fe? ~D | -— | pth | 


| 条 
< E 一 所 | EX | < et S' | A | ei S) Ey 一 1 , 


其 次 ,全 : | 
T,—lim TH : (88 .3) 
来 求 荆 , 为 此 ,有 必要 证 明 其 收 化 性 。 
首先 注意 


(一 4 一人 (一 4 一 一 (一 4 有 人 一 4 和， /1 (38.4) 

为 此 ,只 须 诞 
(一 4) (4 一 4 (一 4 一 4 二 一 了 
由 
WL—A=(4— 和 I+t(A—A), A—A= (A~—n)I+ (ny— 4), 
再 注意 (一 4) 一 (一 4) 一 的 值 域 落 和 大 和 一 4 1 一 4 的 定义 域 
内 , 故 只 要 作 些 形式 的 计算 朗 得 证。 由 (38 .4 直接 可 得 
LT,=1,l,, Wm A,4, = A,4,. (88.5) 

(回忆 44 入 (J 一 了 ) .) 由 此 可 知 T 四 ,Tf0 能 与 4;， 4 中 任 一 个 
互相 交换 。 叉 由 ZT) 六 ”二 ee 得 


0 gop ， 

Ee neg, sy 
故 若 设 了 t 一 TPF ~ TFf ; 则 得 

ft AATHS ~ A TF = A fet ge (38.6) 
其 中 : 


四 


$88 于 ille-Yosida 理论 (2) 中 群 的 构造 1 
g:— (A,— A.) TOF =TH Af — Af). (38.7) 
用 解 普通 微分 方程 同样 的 方法 解 (38.6) , 得 
t +t 
一 | eAg ds 二 fo -一 | eh:g.ds 


t . 
= | TH geds . 


故 js | pgless | glas< hf— aft. 
因此 ,; 才 FE 名 (4) ， 旭 4 一 4 一 (1 一 7)4F 一 0(， 1 一 ce) 。 
故 当 ,ww-~> co 时 ， 对 有 界 区 间 内 的 志 刀 =ZPD1 一 和 2 一 致 地 赵 
于 0 (广义 的 一 致 收敛 ) 。 

”至 于 对 任意 的 , 则 取 与 了 接近 的 94E 人 (4) ,并 注意 

Tf — TIF S21f— 9| + 1TYg— TH9), 
可 网 人 Pf 对 于 + 仍 为 广义 的 一 致 收 敏 。 发 其 和 极限 为 了,f, 易 证 工 ， 
为 加 上 的 千 群 。 仿 证 71 的 生成 算 子 4 与 原来 的 4 相等 。 
对 于 fED(4), 有 
TP f-| TWA, fds— | TH Afds. 
由 于 | : : 
[TEI AF — TAFI < TTHIAF THAFI+ TA — TH AF 

<|1,4f— AfI+|7T 4Af—THAFI->0 
(在 0<s<t 内 为 一 致 收 侯 ) ，… 


Tf -f=—| TAfd. 
由 此 得 四 
TSA, Wp fEDD, AF-Af. 
这 表示 4 二 4。 由 上 节 所 述 , (% 一 4)-! 存在 ,又 由 关于 4 的 假定 ， 
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可 知 (一 -4 于 也 存在 , 故 由 44 可 得 (A 一 4)"1 二 (NX 一 4) 习 ,又 
因 (一 4) 于 为 定义 在 整个 召 上 的 算 子 ,故人 (一 全-= (一 4)-， 
故 得 4=4. . 

以 4 为 生成 算 子 的 年 群 的 存在 已 痉 证 明 ， 为 证 其 唯一 性 ， 只 
要 证 明 , 车 存在 另 一 如 此 的 牢 群 SB, 妈 丈 =S, 。 由 于 D(C4) 在 加 
内 稠密 , T,, S, 有 界 ， 故 只 要 对 FEg(4) , 证 明了 T,f=54f 即 可 。 

(8 TP) ASF -ATP 


= A,(Sf— TH +S (I— I,) Af. 
与 解 (88.6) 同 样 解 上 式 得 
Bf -TH | TEAS,I 1) Af du . 
故 
[Sf —THFL SIT) Afl->0, s—>0%0, 
由 此 得 
Ss:f = Tf . 

注意 ”由 .上述 证 明 , 可 见 条 件 (A. 2) 对 所 有 的 入 >0 成 立 并 非 
必要 。 如 对 入 一 和 ->o0，, 能 使 (A. 2) 满 足 , 旭 以 4 作为 生成 算 子 的 
年 群 了 T, 唯一 存在 。 z 


$ 39 转移 概率 的 生成 算 子 (1) 一般 理论 


裔 P(t, 2, 如 ) 为 8 35 中 所 引信 的 转移 概率 。 如 $ 36 所 述 ,此 
转移 概率 对 应 于 C 上 的 征 群 工 , t>0.。 7T,,t>>0 的 生成 算 子 4 称 
为 转移 概率 (1, 2, 恕 ) 的 生成 算 子 。 若 了 ED(4) ,如 


[FW RG, o, dy) —f Co) 


Af (2) = lim 42 (39.1) 
ti10 1 


下 列 三 条 件 是 等 价 的 : 
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(1) fe TA), . / 
(1) ge)= || FDP 2, dy) 0 1 0 时 ,对 2 为 


一 致 收 伍 ， 

(ii) gi(w) 在 t>0 时 ， 对 每 一 z 都 收敛 ， 且 其 极限 对 ”为 加 
入。 

0 -> (加, 外 一 (地) 显然 。 因 pi(0) 是 z 的 速 策 夯 数 , 赫 
成立 , 则 gi(2) 的 极限 p(z) 也 连 织 , 并 且 |o, 一 2|->0,， 故 
feED(A), 令 试 由 ( 道 ) 导 出 人， 招 使 (i) 戌 立 的 了 全 体 记 为 、， 
对 fE 爸 ,定义 

Af (2) ~limg,(o). 
显然 41EC. 如 ED(4), 居 fET, 目 4f 一 A4f, 故 4cCA. 注 
意 和 一 4 为 一 一 对 应 的 , 为 证 此 , 先 注意 若 (2) 在 ?一 ze 处 取 最 
小 值 , 则 

47Co =limp, (20) >0. 

为 了 证 明生 A 为 一 一 对 应 的 ,只 要 征明 

(A\— A)wu=0->w=0., 
因为 连 种 丙 数 ， A 2 (2Zo) , 

& (po) 一 元 Ll Tw (go) >0， 改 恒 有 u(w) >0. 


同样 因 (X 一 4) (一 w) = 0， 旗 一 ea)>0 于 是 wo)==0. 
由 4CA4 得 和 一 4CN 一 4. 因 入 一 4 有 逆 算 子 和 一 47 ~ R,), 
井 由 上 述 知 0 人 0- 一 A) 了 CN 一 4)~1. 因 
RR 的 定义 域 为 全 空间 CC, 故 得 
(NA)™=R=(h—4A)", 序 4=4. 
故 允 =- 色 (4)， 因 此 (it)->G) 。 
上 节 中 已 贬 明 Banach 守 的 算 子 4 产生 个 群 的 到 要 条 件 疤 
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(A. 了 及 (A. 3)。 下 面 将 求 特别 是 4 为 转移 概率 P(t, z, 本 的 生 
成 算 子 的 条 件 。 

定理 1 A 为 转移 概率 的 生成 算 子 的 充 要 条 件 是 : 

(a. 1) 4 是 C 上 的 线性 算 子 , 且 5CA)=C 

(a. 2) A4.1=0, 

(a. 3) 车 vEC 在 z=zo 处 取 最 小 值 , 划 4u(zo) 汪 0， 

(a. 4) 对 于 入 0,( 和 一 4)w 一 » 对 一 可 ooEC 以 有 解 公 。 

证 明 ”必要 性 易 由 定义 及 个 群 的 一 般 理论 推出 ， 仿 只 证 其 充 
分 性 。 先 证 (一 A) 习 是 定义 在 允 C_ 上 的 。 由 (a. 4) 可 知 ;只 须 证 明 
和 一 4 为 一 一 对 应 ， 邹 由 Mi- 4 能 得 “一 9 即 可 。 因 (2) 为 加 和 
页 数 , 故 取 最 小 值 4(20)， 


和 wu 人 oo) 一 工 4u(co) >0 (由 (a. 3) ) 。 


放 恒 有 w(e)>0。 双 因 和 X(- 四 =4(- 轨 ， 利 用 同样 的 玲 证 得 
一 &(2) 之 0, 帮 ww(2) 三 0.,. 


其 次 证 | (一 分- 二 元 。 发 v 0 一 4)-to， 仿 wo) 之 最 小 
值 为 wktzo) ， 则 
0(zo) 一 (和 一 4)w(zo) 一 Nt(oo) — Au (v0) 过 Xei(zo) 。 
下 
1 1 
WP) ur) > v0) 之 一 计 42 上 |. 
又 因 (一 避 = (和 一 4) 开 (一 人 ,页 
一 wo) > 一 元 | 一 可 一 一 丈 lol， 
序 


u(o) < 元 人 | ? 


由 此 部 得 
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z 1 
jc <lol 。 


于 是 上 节 的 (A. 了 了，(A. 均 已 满足 , 放 4 为 C 上 某 咎 群 T,,1>0 
的 生成 算 子 。 z 

试 十 力 >0。 亦 部 如 w>0( 印 对 一 要 zu(o) 之 0); 居 Tw>>0. 
为 此 先 证 (一 4 于 >>0, 也 就 是 部 , 发 % 一 4)w=20, 丽 o>>0, 划 
u>>0。 合 wz) 的 最 小 值 为 vco)， 革 4u(zo) 二 0. 故 
和 ui(zo) = Awu (zo0) +2 (80) >=0, 

亦 部 

: v=0, 
故 得 I 一 和 (NX 一 4)-! 二 0。 由 此 得 


- 有 
TO BtA ELACTA 一 人 ~ pe™t#e!lz — 2- 纪 > (2,) ->=0 ， 
多 | 


故 
T,=1im TH >0. 
00 
洪 次 ,就 证 TI 一 1。 因 (X 一 4) 了 一 1( 参 看 (a.2)), 故 
1 = (A— A)-11= 上 cat 
故 得 Ti1=1， 


因 了 f(z) 对 每 一 tz 而 蝶 此 为 /的 线性 泛 画 数 ,而 且 
车 jj>>0, 天 了 Tf (2) 之 0， 
Til(F) 一 工 ， 
故 由 Riesz 定理 ,可 知 存在 概率 男 布 P(t, z， 可 ,使 


Tf =| FN Ps, om) 


Pt ci， , 刀 ) 满 足 往 移 概率 雍 条 件 可 由 TD,,t>0 是 咎 群 而 容易 早出 。 
注意 与 上 节 (A.2) 同样 ，(a. 4) 亦 只 须 对 入 = 和 一 co 成立 
部 可 。 
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$ 40 转移 构 率 的 全 成 算 子 (2) 例题 
例 1 上 面 已 天 到 , BB 为 有 限 集 时 ,转移 概率 对 应 于 一 个 答 陆 
的 竺 群 P, . 这 时 C 为 矢量 空间 ,其 闪 数 等 于 RBR 中 元 素 的 个 数 ,车 
将 其 中 矢量 写成 锥 矢量 , 草 亿 三 等 于 已] 因此 敌阵 的 牢 稚 己 , 绍 0 
可 以 看 成 件 随 转移 检举 的 征 群 。 故 生成 算 子 4 亦 可 看 成 敌阵 ， 且 
Af -lim +f, FEDA). 


此 过 由 又 (4) =C 可 得 (4) =C( 因 C 为 有 限 维 ) , 故 上 式 对 任 党 
j 均 成 立 , 且 


4-lim ZL. 
ti0 
因 T1201: 此 表示 了 的 庄 元 素 均 0) 故 若 合 4= (co) ,上 
、 diP0O (5 天 7 。 (和 .了 
又 因 了 下 一 工 代 为 所 有 元 素 均 为 工 的 矢量 ) , 放 4 一 0, 因此 
> al 一 0。 (40.9) 


此 二 条 件 为 必要 ,但 尔 为 充分 。 为 此 ,试验 语 . 上 节 的 (a. ~ (a. 4 
成 立 。(a. 1) ，(a. 2 是 显然 的 设 矢 量 必 的 元 素 中 最 小 者 为 wi ， 
(Axv) f 一 之 人 好 11 一 Wototdto + 全 Co 


由 (40 。 1) z . Co 十 > Gtito 
由 (40.2) =0. 
: 此 即 裘 示 (a. 3) 成 立 。 现 裔 明 对 充分 大 的 X， 
(A— A)w=% (40.3) 


有 解 。 形 式 地 得 
Ww 一 (入 一 4) 9 一 Na(1 一 和) 。 -Na 1+ (4) 十 (2) 十 jn 


为 使 上 式 收 敏 , 只 要 合 和 > L4|， 事 实 上 ，, 对 此 种 和 可知 上 式 右边 


$ 40 铂 移 概 认 的 生成 算 子 (2) ” 例 是 1921 
确定 而 且 葵 出 (40.3) 的 解 。 
例 8 献 求 35 例 3 中 的 转移 概率 的 生成 算 子 。 为 此 要 利用 
$ 37 中 的 
DA)=R, AR, f=ABR,f—/f. 
以 后 用 2,y,… 玫 有限 数 , 因 


Tf (0) = Nily—o)f Yay, Tef (oo) =f (00); 


故 
Ro) = Rly—o)f ay, Bsfloo) -于 Feo)， 
这 里 . z 
BB | oat 1 Vax 
| a (2) -| Ne (2) dt se 》 
帮 


Rf (2) =| -高 : 1 
由 上 式 可 知 BR,f(o) 为 一 次 速 编 可 微 , 目 
(BR,f) " (2) —2AR,f (%) —2f(2) 9 | 
放 lim(Rf)"(s) 一 0, 由 此 部 得 
(4) CO={g/g€E C,，g"(z) 连 种 ， lim g" (») =0},， 
且 对 于 g(~Rf) ED(4) 可 得 | 
4g 人 =)g@ ~f (0) =- 于 凡人 ，4g(co)-0， 
今 考虑 使 DA) =，Ag(z) = 六 9 (lo)，2g(eo) -0 成 立 的 了. 
显然 了 D4. 次 证 (一 人 了 之 窑 在 。 为 此 要 由 Mu 一 人 iu 推 由 w 一 0， 


Mi= A 的 解 公 满足 
Aw (8) 一 vw" (2), 
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即 : z 
2 (2) = eirmodbe- V2, 
因 w(z) 有 界 , 故 得 &=5 二 0, 亦 印 %=0, 因 此 ， 
(MA—A)-1D (NM— A)-1= BR,, 


故 
(和 一 和) 于 一 (一 4) -1 
亦 即 4=4， 
例 3 考虑 $35 中 例 3, 利用 与 上 例 相 同 的 论证 , 可 知 人 (4) 

的 元 素 可 由 下 列 著 条 件 来 表达 : 

JEC， 娘 (wo) 速 炉 (0<e<co)， 

lim fF (2) 存在 ,有 限 ， lim fF" (8) 一 0， 

lim Ff (2) = 
且 


Af (20)= 妆 "(0)，AF(0) = 可 力 (0+)，4f(co)=0， 


例 4 没 刀 为 以 mod 工 来 考虑 的 实数 系 , 为 定义 于 实数 系 
_ 上 周期 为 工 的 连续 画 数 空间 ,以 多 下 C 中 之 二 次 束 续 可 微 画 数 全 
体 , 且 对 fED, 定 义 

Af=f'. 
试 证 4 为 某 转移 概率 之 生成 算 子 , 为 此 必须 上 验 姓 上 节 (a. 了 ~ 
(a. 和 满足 。(a. 1) ~ (a. 3) 是 显然 的 。 为 疙 (a. 4) ,只 要 解 方程 

和 AU 一代 = 
即 可 ， 此 处 是 周期 为 1 的 画 数 , “必须 自 这 类 画 数 中 求 出 。 

Now (8) 一 eol (7) 一 ex20 (8), 
(—e ”ws))' 一 6 0 (2) 。 


因 当 z= 一 十 ce 时 ，e uko) 为 0, 故 
eV) 一 | (y)dy, 
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so = | eng) dy . 
此 解 确 能 三 足 上 面 的 方程 , 且 由 
ulo+D=| ero-Dy (y) dy= | ern (y+1) dy 


一 w(z) (注意 vy+1) = 二 v2(9y))， 
故 ulz) 有 周期 1， 
由 上 述 得 


Rv (2) = | -My (of) dy = | pnty (w+) at., 


故 Tw (2) 二 vlZ 十 四 ,因此 
Plt,2, FE)=6(s+t, DE). 
显然 z 十 t 亦 是 mod 工 的 实数 。 
例 5 说 瑟 与 上 例 同样 为 mod 1 的 实数 系 , 且 Aw 二 wi;2. 因 
此 4 亦 满 足 (&.1) ~ (a. 4), 故 4 为 某 了 P(t 2 加) 的 生成 算 子 。 识 
人 (4) 为 二 次 连 炉 可 微 画 数 全 体 ,， 已 (人 7 五) 由 次 式 答 出 : 


Pd 2, EB)=|. By) oy, 
co (2 二 270 
ot 


N,(s) = > Ni: (十 27) ”7 >) eé 


和 了 看 一 一 oo 


例 6 五 与 上 例 中 一 样 。 合 4u 一 w "又 仿 四 (4) 为 三 次 连续 
可 微 面 数 全 体 ， 凤 此 时 不 对 应 于 转移 概率 , 因为 (a. 8) 不成立 。 为 
证 (a. 8) 不成立 , 只 需 找 出 三 次 连续 可 微 而 周期 为 1 的 西数 wu, 它 
在 霉 点 取 最 小 值 ， 而 且 2 "(0) 二 0。 这 只 要 取 周 期 为 1 的 于 要 
u(2) ， 使 We) 0， 并 在 z==0 处 的 展开 为 
zt2) 一 003 二 003 十 (o>0,6<0) 
即 可 。 网 如 ,下 面 的 男 数 就是 此 类 末 数 : 


Wr) =2(sin 2mr0)]2 一 (Sin 2x2)°, 
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§ 41 Marko 人 过 各 (1) 了 arko 人 性 


设 PC,z, 卫 ) 是 上 的 转移 概 检 。 呈 及 P 应 满足 § 35 中 的 条 
件 。 转移 概论 卫 (, zx, 加) 的 直观 意 义 是 :最 初 处 于 状态 7 多 过 时 间 
t 后 转 和 天 五 中 的 状态 的 概率 。 亦 序 , 它 烙 出 了 运动 体系 随时 间 变 化 
的 概 牵 法 划 。 今 灸 六 玫 此 体系 在 时 世上 所 处 的 状态 。z( 访 显然 
是 随机 过 程 ， 从 测度 葵 的 观点 小 来 , 应 该 写成 Z(t, @%), wE€ 02(8， 
了 了) 。 若 溢 在 ?=0 时 的 概率 分 布 , 印 初 始 状态 z40，o) 的 构 认 分 布 
为 B, 上 则 z(t w) 的 有 限 杂 联合 分 布 显 然 为 
P(g(0, 0) €E Boz (tiy oO) EB ,Lt 0) E Ray, Dh, Ww) E D0,) 


-| cz)| PO, &1, ds)|, Plat, Ey, dE 2. 


一 和 各 ec (41.D) 


这 样 的 随机 过 程 c(i, 6) 是 否 存在 ? 履 O- Rom，ow-ITIo， 


这 个 可 能 性 与 实数 情形 (Kolmogoro 人 i 定理) 一样 可 以 证 明 。 因为 这 
样 的 Z(t, @) 本 盾 上 只 有 一 个 , 放 称 它 为 具有 转移 概论 P(t, z, 万 ) 
”及 初始 概 牵 急 的 随机 过 程 。 这 类 过 程 最 韦 由 Markoff 所 了 研究 , 故 也 
称 为 防 arko 信 过 程 (Marko 任 process) 。z Gow) 的 要 于 法 刚 (有限 
杂 和 分布 ) 虽 与 初始 概 认 有 关 , 但 只 要 讨 葵 5 为 5 分 布 5(a, 如) 的 
情形 ,期 一 般 情 形 可 由 ZB(da) 积 分 而 得 。 5(a, 召 ) 的 情形 朗 蚌 2(0,w) . 
三 4, 亦 朗 从 状态 4 出发 的 情形 。 这 样 的 Markoff 过 程 记 为 $C， 
w) .本 来 o 也 应 写成 wo， 但 从 前 后 关 条 站 来 容易 明白 , 故 省 上 略 。 
以 后 称 Markoff 过 程 族 2(t,%) ,aE 民 , 为 对 应 于 PL vz, 如) 的 
Markoff 过 程 。 概 讼 更 的 目的 是 研究 2 Ca oj) ， 渤 今 有 关 畦 移 概 
王 及 黄征 群 的 银 述 是 为 此 目的 所 作 的 准备 。 
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Markoff 过 程 z(t，w) 的 概 府 性 质 中 , 特别 显著 的 是 Mar- 
koft 性 。 
(i) 潜 以 吾 ( 必 要 时 亦 写 为 召 岂 ) 霄 示 包 含 如 下 形状 
{w/v (8, w) EE}, st, EE Br 
的 wo 策 的 最 小 Borel 体 , 划 以 概率 为 上 地 有 
人 Stu, w) EB/B) = Pou) E BE) b=w9(t, w) 
: =P(u, 2°(t, w), EB). (41.9) 
直观 地 说: 车 在 t 时 的 状态 确定 , 姑 以 后 运动 的 状态 与 i 以 前 的 无 
关 , 好 象 从 t+ 时 的 状态 出 发 一 样 , 这 种 性 盾 称 为 Markoft 性 。 要 证 
明 _ 上 面 的 关系 式 ,只 须 咀 明 , 若 人 ME B,, 旧 
Pl({o/22 (+4, w) EE} NM) = E{P(, so, 4), E);M). 
: (41.2’) 
当 及 为 形 如 
{w/w wo) E BIg oO, wo) EE) ,0H <t 
的 集 时 ,由 (和 拓 .1) 立 得 (入 .2)。 由 于 (41.2) 两 边 对 于 基 可 加 的 ， 
故 易 用 对 所 有 的 ME 号 均 苞 让 。 
(站) 上 处 Markoff 性 可 各 推广 如 下 :如 0< 公 < 过 之 Wy， 
用 对 ME Bi 以 概率 为 1 地 有 
P{oo (tu) E B10° (+) € Ba soO t+) € Ba,/ B.} 
一 已 (Zi (wu) € Bi, vV(us) € Bs, D0 (6) GE Bn)} vy). 
(41.8) 
这 式 可 用 与 @) 同样 的 方法 证 明 。 
( 道 ) 再 推广 (让 。 为 此 ,引进 若干 记号 。 忌 和” 的 意义 如 前 所 
逊 。 EE BRI") 可 以 写成 Ti 5: 的 形状 ， 而 经 称 为 < 的 了 坐标 ,并 以 
Pi(6) 染 表 示 。B (BE 中) 下 包含 RY 中 形 如 p71 (加 ,有 E Bi 的 
子 集 的 最 小 Borel 体 。 邻 设 2”(*, 0) 表 在 1 zs”(w,%) ， 亦 部 在 
下” 中 取 值 的 随机 变数 , 且 其 第 以 坐标 等 于 2” (tw)， 艾诺 
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zt 十 。，ow) 表 同样 的 随机 变数 , 其 第 以 坐标 等 于 zw(t 二 wy o) 。 
于 是 ,对 于 EB(RO.) ,以 概率 为 1 地 有 z 
P(eoG+.) EL/B} = Pd() EShmw, (41.4) 
若 号 为 形 如 P(E) oz 人 (Ba 间 … 作 pal (加,) 的 集 , 剧 上 式 
序 为 (二 中 的 (41.3) 。 一 般 情况 可 利用 两 边 对 马 的 可 加 性 证 明之 。 
对 应 于 上 述 琵 性 质 , 可 得 关于 条 件数 学 期 望 的 下 述 性 质 。 
(iv) 如 了 为 有 界 (Bx) 可 测 画 数 ,上 
E{f (vw'® (十 2) )， /B,) = BE{f (2 CC) ) ret。 (41. 5) 
车 /了 是 可 测 集 的 示 性 画 数 , 旭 上 式 由 人 而 显然 工 立 。 对 一 般 
的 了 , 可 利用 .上 式 两 边 对 的 可 加 性 来 证 明 。 
(Y) 如 是 (Bn) 上 的 元 有 界 (Bn) 可 测 落 数 , 则 
EB{flpOHEFW) LO Ea) DEF) ) BB,} 
REf (oD) ;oo yo) ) ose (41.6) 
(vi) 如 了 是 ROI(B(RDM”)) 上 的 有 噶 可 测 责 数 , 基 
EB{f (OGt))/B}= EB{f(20()) sa, (41.7) 
与 由 介 导 出 人 iv) 的 方法 一 样 , (Y) 及 (vi 可 分 别 由 全 ) 及 (iii) 
导出 。 
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在 $13 中 , 已 叙述 过 取 实 数值 的 随机 过 程 的 可 分 性 。 但 因 现 
在 所 考虑 的 随机 过 程 取 值 于 其 第 二 可 数 性 的 紧 致 空间 瑟 ， 故 有 必 
要 重新 定义 可 分 性 。 


定义 在 五 内 取 值 的 随机 过 程 t,tET 称 为 可 分 的 ,如 果 对 


于 上 任意 的 实 连 种 丙 数 ,了 (zi) 是 可 分 的 。 


设 {f) 为 玉 上 一 族 实 速 续 画 数 , 若 任 意 的 连 炽 丙 数 能 被 {f+ 


中 有 限 个 画 数 的 线性 碍 合 来 一 臻 逼近 时 ， 则 { 思 } 称 为 站 上 的 实 速 
缠 画 数 的 若 (base) 。 由 于 瑟 是 具 第 二 可 数 性 的 紧 致 空间 , 故 知 有 


pete 


并 


受 
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可 数 基 存在 。 
上 述 定 义 中 ,要 求 对 所 有 的 实 速 矢 夯 数 , 六 2) 为 可 分 ， 但 实际 
只 要 求 对 于 基 中 的 画 数 就 够 了 。 
利用 取 实 数值 的 随机 过 程 的 可 分 修正 (separable modifica- 
tion) 的 存在 ,可 以 证 明 取 值 子 号 的 随机 过 程 也 有 可 分 修正 。 故 不 
妨 假 定 上 节 中 定义 的 Markoff 过 程 是 可 分 的 。 : a 
定理 1 对 可 分 Markoff 过 程 ze 人) 的 样本 过 程 , “对 于 所 有 
的 两 侧 极 限 存 在 ”的 概率 为 1 ， 且 对 每 个 6， 
P(g(t—0) =2(t)=2(t+0))=1. 
枉 骨 ”对 fEC, f>0, 考 虑 / 
V (OD) =e Rf). 


Y(t = | o,f (Com 全) 
CC 人 ))ienom 
-下 GowG+re)1Ba 
= [ewB( (20(0)) /Boas, 
BY (G+) /B) =| eo*B{B(F (0®%(8))/ Bis}/ Br}ds 
/ =| eB{f (0%))/ Bids (… BroB,) 
<| eB 0%)) /Bids—Y (0). 
因此 ,工人 对 马 ,tZ0 是 Semi-Martingale ($34). 又 . 


三 的 -eye 的) 一 人)PG “ do) 


一 TPR (0). 
由 竹 ZO( 由 可 分 , 故 Bf(2 中 (四 ), 因 之 了 (tb) 可 分 。 故 利用 和 3 
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定理 工 得 
P(A(F))=1, PB(T))=1, 0<t<o0, 
这 里 z 
站 (7) = “对 一 切 t, 了 (一 0) 和 了 (+0) 存 在 ”， 
BT) =“Y(G—0)=7 (0 =F(t+0)”, 
因此 
, P{U(Rf(2O()))} =1, PR (2®()))} =1. 
由 于 入 RB 了 (2) 当 和 ->o0 时 一 致 收 钱 于 (2) , 故 
PH EY )}=1, PIB(fF(2®O()))}=1. (42.1) 
设 志 ,nn 一 1, 2,… 为 C 内 非 负 画 数 列 , 且 分 离 R 中 不 同 的 两 
点 , 剧 映 象 : : 
及 32 一 8) = (fal®) ,fal®), *%) E LIL LO, (fll=K 
是 巡 和 炉 一 对 一 的 。 此 处 改天 中 的 拓扑 为 弱 拓 扑 。 由 于 旦 是 紧 致 的 
Hausdor 企 空间 , 故道 喘 象 也 带 德 , 这 个 对 应 为 同 胚 (位相 同型) 。 
因 各 个 ,都 满足 (和 2. 了 ,又 可 数 多 个 概率 为 1 的 集 的 交 的 概 雁 也 
是 1 工 故 
TU CN))), n=1, 2,.…) =1, 
PB frte HO))), n=1, 2,.…) =1., 
由 的 弱 拓 扑 的 定义 ,有 
POACF oY)))) =1, FO or '))))=1. 
因为 vcy7o) 是 拓扑 对 应 ; 故 
PA(gDH(.))) =1, P (8, 80(.))) =1 
定理 证 完 。 : 
对 于 可 分 Markoff 过 程 ?9(D, 车 定义 
ZW) =2 H+0) , 
天 直上 定理 ， 20o) (人 的 样本 和 过程 至 多 只 有 第 一 类 不 速 缕 点 ， 而 上 且 
zo (四 在 弱 的 意义 下 (8 18) 与 2 一致。 (f(t+0) 和 f(t 一 0) 存 
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在 ,而 f(T0)=f (f(t 一 0) 时 , 多 7 的 第 一 类 不 连 种 点 .) 
因此 ， 直 妨 切 定 Markoff 过 程 的 样本 过 程 亚 多 只 有 第 一 类 不 速 逢 
点 ， 以 后 总 芒 江 假定 成 立 。 又 样本 过 各 1 速 炉 时 ， 则 称 为 
扩 艇 过 程 Ca process) 、 


§43 Markofi 过 程 (3) 强 网 arkof 性 


在 8 入 中 ,已 就 Markof 性 作 了 说 明 , 即 若 已 知 在 某 时 刻 的 
状态 ,其 将 来 变动 的 概 牵 法 有 与 过 去 无 关 , 而 好 象 从 上 时 所 处 的 状 
态 出 发 一 样 。 这 里 t 虽然 是 任意 的 ,但 它 却 是 一 个 常数 ,下 面 将 考 
虑 + 是 随机 变数 的 情形 , 并 研究 同样 的 性 质 能 否 成 立 。 对 于 任意 
的 随机 变数 t 虽 不 成 立 , 但 可 以 证 明 , 对 于 所 谓 Markoff 时 间 的 特 
殊 的 随机 变数 *(w) 是 成 立 的 。 

定义 1 称 r=Tro(o) 为 oo 人 ti ao),0<t<eco 的 arko 任 时 
间 (Markoff time) , 如 果 是 取 值 于 [0, co] 申 的 随机 变数 ， 而 且 
对 于 任意 的 巡 0， 

{w/T™ (@) < EB ( 即 B09). 
允许 = 一 ce ,特别 如 P(r<ce) ==1, 则 称 攻 为 有 限 Markoff 时 各 |， 

前 面 对 任 意 常 数 1， 定义 了 B, .现在 推广 到 Markoff 时 间 ， 
而 有 、 | 
定义 2 车 t+ 是 2 中 OD 的 Markoff 时 并 , 有 如 以 如, (= 吾 史 ) 囊 
示 包 含 所 有 形 如 Bs {8@/T 宇 a} ，(a>0, EB,) 的 w 和 集 的 最 小 
Borel 体 ,着 称 为 “由 om (四 ,iT 决定 的 Borel 体 ”。 

(i) 强 Markoff 性 的 最 简单 的 情形 如 下 : 

访 > 为 zco (从 的 有 限 Markof 上 时间, 划 

P(gOU+7T) EB/B) = PLU) E 百 )b=om(z 
| =Pl, oO), EB), | 
对 有 限 (Bs) 可 测 面 数 F(e) , 有 
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BF (oO (+7)) /Br} = B{f 2% (6))}oeant, 
只 须 对 jy 为 过 续 醒 数 的 情形 证 明 - 上 式 。 此 时 ,右边 化 为 
Tf (2 (T)) . 为 了 证 明 这 一 点 ,只 要 证 对 于 MEB., 
B{f (ort) M = BET FG) IM} (43.D 
序 可 。 由 于 两 边 对 履 可 加 , 故 又 只 须 在 人 =B,n {6/a<r<B} 
时 证明 上 式 朗 可 。 合 
mi 一 ax 十 全 (8 一 QI) T= On (在 Qn, 1-1 TO 时 ) . 
显然 中 小 7, 因 而 ,由 于 (的 右 束 生性 ( 见 上 节 ) 得 : 
pV(T+Y) 一 1m oz 十) ， 
A=BE{f(w OVW+); BN {as7<B}} 
4 -> Et{ flv (an 十 也 ) ) 3 bt, 站 {0n,1-1<T<an ,1}} 9 
由 于 ao 4 1a, 故 Eo., {w/T < om 过， {w/7 CO < on, 都 属于 | 
B.. 1? 所 以 E, 站 {an CT<oan 直 也 属于 Ba,, 人 因 此 
4 六 E{E{f (Ce (Qn,s TT %) ) /Bs >; Ba {Qn 1 ET }, 


利用 Markoff 性 
= BT GY ow)) ;BN {font} 
=E{T.f (emw (ro))3 盏 cn (a<7r<pB)}. 
因为 了 Fo) 与 (co) 都 速 秆 ; 故 全 ->co 序 得 (43.1) 
人 推广 上 面 的 结果 得 | . 
P{v? (r+) EWI, , HOT+u) EE/ B.} 
7 =P{2® (0) € By) 0 0) € Dy} sap, 
更 一 般 地 ,对 8E B(R")， 
P{oo (r+) ES/B.,} = P{20(.) E 呈 mm。 
”至 于 数学 期 望 ; 剧 对 Bo” 上 的 有 界 (及 (Bo ) 可 测 画 数 f， 有 
一 盏 (fom(zH)) /至 直 一 再 (fo 人 ())}o-amcn， 
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兵 须 证 明 后 式 。 浴 注 意 两 边 对 于 是 可 加 的 , 则 只 要 对 了 是 一 坐 
标 上 的 连 缠 画 数 的 有 限 积 的 情 交 证明 就 够 了 。 这 里 只 识 J 是 两 个 
落 数 的 积 ,一 般 情 形 , 可 用 同样 方法 证 明 。 
要 证 的 是 :对 于 已 上 的 加 和 纺 醒 数 广 , fs 及 0<w 二 ww 有 
页 { 户 (oo (rt) fe" rts)) /Be} 
= E{fi(z (ia) ) fa (CC (U2) )} ose) 
证 明 方 法 同 (i) , 但 这 时 要 注意 的 是 : 
O91 (2) = Du fs (2) » 03 (2) =f1(2) 91 (2) » Ys (2) = 7..92 (2) 
都 是 连 闵 夯 数 , 且 若 s%<s， 划 五 .CC 已 ,因此 
BEB(E(:/B.)/B,) = BE(:/B,,). : 
( 道 ) 利用 强 Markoff 性 ,可 得 到 下 述 常 用 的 性 质 。 讼 
z 一 To(o) 是 oo (四 的 有 限 Marko 信 时间, 全 
万 0 a, dy) =P (2 人 Edy, T>t), 


2070 = FW Pe, a dy), 
2f (0) = | emf C0) at, 
vods, dy) =P(7E ds,2°(7) Edy) , 
PO(h, dy) = | ep (Gs, dy) , 
则 
Rsj(oO) = BO +| ,RF PIN, dy), (48.9) 
Tf TOE) | Tf WD po ds, dy) . (48.8) 


裔 [0, s) 的 示 性 画 数 为 办， 基 
BE{f (vo) ;7 = B{f (2 (8))er (st)} 


-| fF) PG, 4, dy) = Tf (0) , 
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Blom (0) = B{| ef (oD)or(D et 
t= 了 Bf (oD))or d=),e eT9f (a) dt= BF (a). 
FO =| eB 00))}a 
= 孔 | | f(r (FD)) 时 


=B1| sywG)d 二 下 ce 的) 对 
第 1 项 = 有 Bf (0). 
第 2 项 一 召 1 "| -uf (on (rt) ) | 


和 


-也 | -人 ea (oo(r 二 月 ) At/ B, 上 
-万 1 or-zr | f (wv)) /Boatl 
-万 | cr | -at f(g (7) )a| 

= {er ”Rf rT))} 

-| ,| eR p(t, dy) 


-| ,Rf (W) PON, dy). 


故 (48.2) 得 放 。 洛 取 (48.8) 右边 (关于 力 的 Laplace 变换 , 则 得 
(48.2) 的 右边 , 因而 等 于 已 Ja 。 由 于 已 Jo) 等 于 全 ja) 的 
Laplace 变换 ; 故 (43.3) 得 证 。 


§ 经 了 双 arko 人 时 间 


花 列 谤 Markoff 时 - 局] 谎 性 技 玉 及 例子 如 下 : 
(i) 车 TT1, za a 是 Marko 任 时间, 出 inax(ray ra)， min(r, 7 
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也 是 Markof 时 间 。 因 为 
{wo/max(ti, To) < = {w/v < NN w/t， 
{w/min (Ti1, 79) < = {6/7 U {vw/7Ts < 
站) 车 HTs 三 … 痢 是 Markoff 时 间 , 上 甩 7=lm 7 也 是 


Markoff 时 间 。 因 为 
{owy/T 一身 -Unijoy/r<t 一 元 
(让 ) 车 立 记 ma 关 … 都 是 Markoff 时 间 ， 则 7=1im 71, 也 是 


Markoff 时间。 因为 
{o/7< 甘 一 Lo/T< 甘 。 


(iv) 7T(w) 三 是 Marko 企 时 间 。 
(v) Dynkin 引 理 洲 Y 是 有 限 Markof 时间 ,出 


f(0) -EB| 47Cm (0) dt EF (oD)), FEDS. 
证明 分 hh =H A 则 f= Bh, . 
ja) Bhs(a) =—| oTih (eo) 


= 万 个 ou Ce) 


-五 疏 上 本 { 分 =4+&， 


因为 当 入 一 >0 时 9 一 > ~Af, 所 以 
A>—B| Af (oD) dt, 
B, =bD {oe | eh (vO (T+ ) 叫 


-Bf ost (ha (o® (r+))/Be) 电 | 


| 


te “| etT (oO 加 ) 双 


184 第 4 章 Markoff 过 程 
=Bfe-"" Rh (oo(T))) 
-再 {erirp(zo(zD))} >B{ 20(7))}. 
(vi) 全 了 为 有 的 阴 集 。z 中 的 跑 出 六 的 时 草 的 下 限 称 为 
厂 的 最 初 通过 时 间 (first passage time) , 记 为 rr 一 7 和 (o) 。co 
在 Tt; 以 前 处 于 琅 上 ,在 Ts 与 Tp 十 8 间 一 定 会 自卫 跑 出 。 在 ts 时 
2 是 否 位 于 上 价 不 知道 。 车 2 在 夺 rz 时速 粮 , 凤 oo(rm) 
处 于 的 边界 (包含 于 了 ) 上 。Tp 是 Markoff 时 间 。 因 为 ~ 
{o/sr<# = {o/s (s, 0) € F°} 
=U{o/20 (7, w) € FP'} 


(这 里 7 是 有 理 数 )。 由 于 8 是 开 集 , 且 2 中 (s, o) 右 巡 壬 , 故 后 一 
等 号 显然 成 立 。 右 项 是 属于 Bi 的 和 集 的 可 数 和 , 故 仍 属于 Bl. 

(vii) 今 D 为 吾 的 开 集 。I7 的 最 初 通过 时 间 rp 可 与 rr 同 
样 定 义 。 

根据 玉 的 拓扑 性 质 , 考 虑 由 内 部 逼近 U 的 于 第 列 

FICFCH-Ch CU 
便 得 
YY 

故 由 (vi) 与 民 ) 可 知 ，ro 也 是 Markoff 时 间 。 

”CY 道 ) 在 上 述 (vi 中 ,特别 当 卫 是 一 点 6 时 , 鼓 考 虑 7 一 782(a)。 
此 为 从 & 出 发 的 ze 信 ) 最 初 离开 < 的 时 间 ; 或 者 也 可 叫做 停留 于 
6 的 时 间 。 斌 求 的 分 布 。 座 

p=P(r>D, 
利用 Markoff 性 可 得 
2 (十 8S) 一 六 人世 2(S) 。 
实际 上 ， 
ptt+s) =P (YW) =a, 0 去 Vst 十 8) 
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一 户 (o( 人 一 GO0<vw 委 00 (十 人 一 Ov<s) 
=E{P(w+y)=0, 0<v<s/B,); DAW=4, OE 
=E{P(2(v) 一 gg Ov) son) WAV = OVEH 
=E{P(2V(V) 一 0 和 0<S 3] LV =0, 0<svsf 

一 2(3) "pH . 

因此 ,除去 p( =0 的 情形 , 常 有 2 GD) >0, 2 四 三 1 在 后 一 情形 ， 
的 一 et 人 >0)。 当 和 =0 时 ,2 信 拓 1。， 当 和 >0 时 ,0 仿 当 t 
由 0 境 至 -o 时 由 工 藏 至 0 . 当 2 人 的 =0 时 ,从 < 出 发 ,在 欢 一 瞬时 
朗 自 4 跑 出 。 亦 朗 , 无 论 。 为 如 何 小 的 正 数 ,在 0<t<s 之 并， 总 
会 有 些 时 别离 开 4a 。 此 时 a 称 为 瞬时 状态 (instantaneous state)， 
或 称 为 退 时 逗留 点 。 

当 p 公 二 1 时 , 旭 从 a 出发, 永远 不 能 离开 4 。 此 有 时 称 a 为 
' 奢 点 (trap)。 

当 pO) =e* (A>0) 时 , 7 的 分 布 是 指数 型 (exponential 
type) ，7 称 为 指数 型 适 留 时 向 (exponential holding time，ex- 
ponential waiting time) , a 称 为 指数 型 迁 留 局 o 

下 列 四 条 件 相 互 等 价 : 

《A) < 是 套 点 ， 

(了 ) 了 (tc B=é6(a, BB, t>0, 

(0) Tsfla) =f(0), t>0, fEO, 

(D) Af(%) =0, fED(A). 

(A)->(B)->(0)->(D) 显然 。 若 假定 (DD), 则 对 于 ED(4)， 
因 有 了 T;fED(4), 故 


Sf) ~ AT,f (0) 一 0， 


Ea 


且 得 Tif(a) 一 f(a)， 因 (DD)=C, 故 得 (0), (0) 一 (B) 灵 
然 。 若 假定 (B), 则 


186 第 4 章 Markoff 过 程 

Po 人 0) ~1,， 1t>0. 
故 忆 (ze 人 ti) =g, 为 正 有 理 数 ) =1。 因 为 29(?) 右 速 逢 , 故 
Pw =4, 1t>0) 1， 这 下 示 a 为 套 点 。 

(ix) 扩散 过 程 没 有 指数 型 过 留 点 。 

证 明 车 不 是 套 点 , 则 有 了 ED(4) 使 4f(a) 关 0. 识 离 开 a 
的 有 最初 时 间 为 *， 划 关 是 有 限 Markoff 时 间 。 因 扩散 过 程 是 连 粮 
的 ,所 以 zio(z) =a 。 故 由 (Vv) 中 Dynkin ' 引 理 推出 

f(@)=—Af(a) :Br)+f(0), gp Br) =0, 
因此 P(r 一 0) =1。 这 起 示 & 是 瞬 时 逗留 点 。 
(x) 车 4 是 XY (并 或 开 第 ) 的 内 点 , 则 瑟 (zp) >0. 
证 明 其 (7 多) =0， 则 P(t 多 =0) =1. 因此 
Pl(wo(0+)¢ MY) =1. 
然而 了 (2 中 (0+) 一 4) =1, 与 a€ M: 子 盾 。 z 
Co) 车 4 不 是 套 点 , 姑 有 a 的 邻 域 0U, 使 对 于 5ED, B(s9 
为 一 致 有 办 。 特 别 在 扩散 过 程 时 , 对 任意 s, 可 适当 地 选取 IT, 使 
到 (rzg<s，5ED .但 后 一 性 搬 对 一 般 的 Markoff 过 程 未 必 成 立 。 

证 明 ” 因 “不 是 套 点 , 故 存在 JED(4) 使 4f(@) +0。 如 有 
必要 可 取 一 了 而 得 4f (ec) >0。 因 4f 过 统 , 故 存在 正 数 a 及 a 的 
邻 域 口 , 使 4f(5) >a, 5EDU。 由 上 述 Dynkin 引 理 得 


f(D)< -az() 十 1， 印 E(B) < 二 (用 一 AGO)<oo。 


特别 对 扩散 过 程 ,有 zw(zg) E 了 由 于 的 速 午 性 , 在 林 中 的 
变 差 可 以 限制 得 小 于 a8. 故 太 oo try) 下 BO) 十 as 。 由 了 ynkin 
引 理 得 
f(6)<—aB(r)+ (f(D)+as), i 让 BEG) <s. 
对 一 般 情 形 未 必 如 此 ,例如 状态 指数 型 各 留 点 4, 无 渝 本 取得 
多 么 小 , 7 总 比 4 的 逗留 时 间 7+ 大 , 且 因 (7) >>0， 故 不 能 使 


L 


、 好 Dynkin 关于 生成 算 子 的 定理 | 1 
有 (zs 人 9) 小 于 卫 (z) 。 含 有 指数 型 逗留 点 的 Marko 企 过 程 的 存在 
昂 后 。 
$45 Dynkin 关于 生成 算 子 的 定理 
前 已 说 明 : 
“ 笨 欧 概率 P(t, z, 本 < 牢 妊 Tye>Markof 过 程 oo (区 72， 
这 个 对 应 关系 是 一 对 一 的 。 了 ,的 生成 算 子 4 弃 叫 做 P(t,z, 局) 的 
生成 算 子 , 叉 叫做 wo (的 的 生成 算 子 。 利 用 2 中 来 定义 4 就 是 
下 述 的 Dynkin 定理 。 
定理 1 合 了 为 4 的 邻 域 ,一 zz 凡 ， 裔 
(FOOD(z))) 一 (Ch) 
VO) 


( 当 吾 (nm) -oo 时, 合 DH(D)=-0). 凤 对 FEO(C) 有 
Df(U)->Afla) (Ua). (46.1) 
又 阁 当 U4 时 ，DFD) 通 近 于 4 的 溃 釉 数 , 旧 fED(4)， 
从 而 上 面 的 (45.1) 成 立 。 
DF(U) >4f (a) 的 详 番 内容 是 : 如 取 可 足够 小 , 则 
DF OD Af C0) | <supl AfF (WD) —AF OI, (45.%) 
钙 明 若 4 是 套 点 , 则 (全 .2) 的 左边 为 0, 故 成 立 。 若 “不 是 
大 点 , 旭 由 于 7 是 有 限 Markof 时 间 , 故 由 Dynkin 引 理 , 有 
f(0)=-—B| Af (2 (0)) d+ Bs" (7)). 


因 4 磊 套 点 , 敬 厅 到 分 小 时 ,有 加 (7) <co。 双 因 4 是 如 的 内 点 ， 
故 盏 (z) >0。 由 .上 式 得 

fo) 一 fa) _ 

| Te HAF lo) 


< pts 2) A GD) -Af 
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<sup|Af(b) -Af(o) I>30 (V0). 


以 全 表示 使 Df(D) 逼近 于 < 的 连 粳 画 数 了 的 全 体 , 对 这 样 
的 了 定义 lim Df (DU) 为 和 FF， 由 上 述 得 4 二 4。 现 在 指出 和 一 4 是 
一 一 对 成 的 。 为 此 只 要 由 4u = Xw 引出 =0. 车 合 %( 四 的 最 小 值 
为 uv(q) , 旧 由 4 的 定义 得 4u(e) >0, 故 Mu(a) >0， 朗 wa) >>0， 
且 常 有 %(2z) 守 0, 又 因 4( 一 从 =X 一 从， 故 一 wo 记 0， 于 是 w(2) 
三 0 从 而 了 解 到 和 一 多 于 的 存在 。 又 由 424 得 

MDM A =R, DR) 一 C， 
故 二 变 为 等 号 = ,因此 和 =4 . 故 得 务 =Q(4) 
令 将 上 述 的 DF(D) 变 成 其 他 形式 , 识 
mulg, Ay) = P27) Eady). 
”这 测度 的 负荷 记 星 仙人 于 U° (尤其 是 扩散 过 程 时 ， 则 戳 售 于 可 
的 边界 3D) . 


Pr(D)-~ 人 soos oF WFO} / BD. 53 


又 为 了 改写 吾 (r)， 引 进 玫 号 go(c) = 五 (z 另 ) , (EU 时, 7 信 二 
因此 他 pvu(@) =0)， 
全 UCVyV。 就 证 


pr(@) =po(@ + | woo, prY). (56.9) 


在 BR 上 能 取 (B(B0.~)) 可 测 丽 数 gy, 使 
T=pr 20)). 
为 此 ,首先 对 阴 集 了 会 
pr (6) =inf{t/E (0) € Fr, {为 有 理 数 }， 
则 由 z 中 的 右 连 生性 与 F° 是 开 集 , 得 7 外 一 ps2 中 (,)) 。 对 开 
和 集 信 , 取 由 内 部 逼近 于 此 开 集 的 于 第 列 CC…->V, 并 全 
$br (6) —lim bo, (é), : 
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则 得 T= 二 gr (2 (，))， 
7 从 一 TY 本 TOT 
=7P + hr (rTP+)). 
考 虚 强 Markof 性 得 
El(rp)= ET) +E{pr (OT + ))} 
=E(r) +E{B{Sbr (2 (TP +)) /BE}} 
=B(rh) +E{Et{gr LO)) os rg} 
=B(r) +E{E (GY) bsg)}, 
印 
gr (0) =—po(a) + Et{pr CO (TE))} 


一 多 (0) +| mr (yj) mo dy). 

由 此 得 证 (5.4) 。 因 为 上 述 的 至 (z) 即 pr(o)， 故 

(7) =pr(o) -| role dy)pr(W). 

由 此 得 | 
[ee on)7 (9) -7 0) 


OO (45.5) 
je 0) (pr (W)) — (pr(0)) 


DFI) = 
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要 


下 面 将 应 用 以 上 数 节 的 理 区 来 重新 讨论 $ 35 及 8 40 所 举 对 
应 于 转移 概率 的 Markoff 过 程 的 例 。 

例 1 有 限 个 状态 的 了 arko 在 过 程 (Markoff process with 
finite states) 。 首 先 考虑 $ 35 的 例 1 (或 840 的 例 D) 。 寻 号 如 前 。 
但 用 位 , 2，…, 3 表示 慷 中 的 点 。 因 为 29 的 样本 过 程 是 从 # 
出 发 , 且 至 多 只 有 第 一 类 不 速 续 点 的 画 数 , 又 所 取 的 值 只 是 1, 2， 

n, 故 9 ( 必 为 梯形 画 数 。 车 自 $ 出 发 , 作 和 如 下 运动 :在 长 为 


a 
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T 的 一 段 时 间 内 ,停留 于 和) 然后 转移 到 另 一 7, 再 在 此 停留 一 段 时 
间 , 又 转移 到 另 一 上 。 因 只 由 一 点 所 构成 的 系 可 以 看 作 开 集 , 故 
得 责 z)>0, 亦 序 , i 不 能 为 瞬时 逗留 点 。 故 i 或 为 指数 型 扣留 点 ， 
或 为 套 点 。 若 为 套 点 , 则 不 论 如 何 , 4f(i) 总 为 0, 故 得 

ay—0, ;7=1,2,.…,% 
著 为 指数 型 逗留 点 , 央 已 (rz> 有 一 ea 瑟 (7) =1/ 入 。 由 此 可 放 入 . 
条 cf 的 关系 为 


一. (46.1) 
为 此 , 售 世 充分 小 , 由 4 的 定义 有 
人 (全 人) =—1+autt ot) 。 (46 .2) 
又 由 TT 的 意义 得 : 
nt, i, 2 =e +g, - (46.8) 


此 处 。 是 甬 奖 开 i 再 回 到 原 处 , 且 在 t 时 处 于 的 概论 ,此 事件 之 
出 现 至 少 需要 二 次 跳跃 , 故 其 数量 级 至 少 为 0( 如 ) (用 强 Markoff 
狂 可 得 到 严格 证 明 )。 故 (46.8) 变 为 
Dt, 50) 一 工 一 2 二 0 人 (人 。 (46.4) 
以 此 与 (46.2) 比较 郎 得 == 一 Gn 。 由 29 人 的 右 巡 积 性, 可知 
oz9(r) 是 从 攻破 第 一 次 转移 后 所 处 的 新 状态 , 故 其 值 ; 不同 于 %， 
其 概率 为 
P(g® (0) =)) =0y/h. (46.5) 
为 此 ,考虑 


Ple™ (7) 一 9 7<T}= Plate (z) -J， 2 Te<T<— 上。 


对 足够 大 的 wu 在 [+ 了 ,此 训 ]， 一 1， 2 中 的 任 一 个 区 


关内 发 生 不 少 于 二 次 跳跃 的 概率 非常 小 (因为 z9 (二 是 栅 形 画 数 ， 
故 在 长 为 二 的 时 间 内 的 跳跃 次 数 是 有 限 的 )， 故 
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= > Poodg) 三 %， 1 7; 2%( 7 )= 着 +0(D). 
二 
由 Markoff 性 
8 ,1 TY_ ， 
一 和 Psedg) 三 MY， tS TI Pf (7 )= +o(D 。 


P(2® (2)=2) ~ (二 ， 人 让 一 oj 并 二 o(=) 


nl 
一 >!e 的 ta) ee 


天 一 芋 
一 | .ca a 一 二 (一 一 6-xz) ， 
0 
全 ?一 co 朗 得 (46.5) 。 


于 是 ,co (4) 的 运动 如 下 进行 : 自 i 出 发 , 多 过 指数 型 逗留 时 
间 ( 甚 平 均值 为 MX = (为 ai 让 一) 后 ,以 活 玫 co/ 入 转 人 7， 如 果 一 


” 蔬 op 一 0 (9 人 切 ， 则 1 是 套 点 。 否 肌 ;恩人 7 后 愉 同 各 地 运动 以 用 


入 另 一 4。 如 一 旦 转 入 套 点 , 则 永久 停留 于 其 上 。 
利用 Dynkin 定理 ,可 立刻 求 出 (46. 1) 与 (46.5)。% 点 本 身 可 
以 釉 为 通 近 于 ?的 开 集 。 只 需 若 谍 ， 不 是 套 点 的 情况 。 办 已 知 在 
i 的 近 留 时 间 7 是 指数 测 , 故 合 其 平均 值 为 入 ! 后 ,其 分 布 为 
P(r+> 人 em， 潜 全 (29(7) 一 站 为 mu 区 这 相当 于 Dynkin 
的 mv(a, 0y)、 故 
p> myf (9) —f 2) 
4 人 = 但 一 一 习 Mrof( 人 -NM7G， 
另 方面 : 
4 一 多 ayf (I) 一 0 2) 。 
”一式 比较 即 得 


一 一 (二 一 -CU 
入 au ( 名 4o)， 4 Fk 
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EE 


此 朗 (46. 二 (46.5)。 
例 2 Wiener 过 程 分 B(b wo) 为 Wiener 过 程 ,并 人 
B(0, o) 二 0。 车 定义 
， 000 (to) 一 5 十 了 人)， 
PN, 0) 三 ce， 
划 得 R= RiV {co} 上 一 族 随 机 过 程 , 它 是 以 
Pb, op B)=| Ni(y—o)ay 
为 驻 移 概 诗 的 Marko 任 过程。 以 后 称 此 过 程 为 由 Wiener 过 程 导 
出 的 Markoft 过 程 , 或 简称 为 Wiener 过 程 。 它 是 扩散 过 程 。 
例 3 以 0 为 反射 名 (reflecting Barrier) 的 Wiener 过 程 。 对 
前 例 中 之 ce 四 定义 
yo 及 一 |zo 有 | ，asEft0, 01, 
此 为 与 835 例 3( 朗 $40 例 3) 对 应 的 Markoff 过 程 ,也 是 扩散 过 程 。 
例 和 图 周 上 的 旋转 考 虐 在 周 长 为 1 的 图 周 . 上 以 一 度 1 向 
正 向 旋转 的 运动 。 图 周 上 的 点 由 mod1 的 实数 决定 ,而 此 运动 肿 由 
V(t, ww) —o+t (mod1) 
决定 ,七 是 与 * 
P(t, a, EB)=—éd(0+t, E) 
对 应 的 Markoff 过 程 ( 见 840 例 4)。 芝 也 是 扩散 过 程 。 若 葵 定 的 
初始 值 为 <， 划 oo oo) 等 于 sa 二 tmodd) 而 与 w 无关, 此 部 所 
诊 决 定性 的 (deterministic) 过 程 。 
例 5 若 以 mod1 来 若 虑 Wiener 过 程 ( 例 2) , 则 得 圆周 上 的 
Marko 过 程 ， 称 它 为 圆周 上 的 Wiener 过 程 。 这 也 是 扩散 过 程 
《 昂 $40, 例 5)。 


ou 


$ 47 对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 
在 上 池 例 2 中 已 说 过 ，Wiener 过 程 可 看 成 R= FV {oo} 上 
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的 Markoff 过 程 ,这 可 推广 到 一 般 的 对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 。 
令吉 gb o) ,0<t<o0 为 对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 , y (0, @) 
=0, 合 y(t,%) 的 分 布 为 B,. 对 任意 %w>0, 这 个 分 布 就 是 yw 
ao) 一 yu, %) 的 分 布 。 由 可 加 过 程 的 性 盾 有 


Di = Dx, . (47.1) 
2 为 无 穷 可 分 分 布 ， 其 特 征 图 数 9i(z) 由 z 
pi1(2) 一 6 
4 . (47.2) 
(2) imz 一 到 2 二 | ( e”“ —1— Te jn | . 
决定 ,此 处 m 是 实数 ， v0， "站 | 
| Tr mi) <o0 (47.3) 


的 测度 。 2 
邻 若 对 4E R= RiYV {oo} 定义 
vO, w) =a+y(t, wo), 
Bt, W) 一 co， 
出 得 Markoff 过 程 , 其 圭 移 李 李 为 
Plt, a, BE)=B(E(—)0), EL(—)o= 从 -ac 本 (47 .4) 
车 对 此 转移 概率 写 出 Ohapman-Kolmogoroff 方程, 旭 得 (47.1) 。 
此 Markoff 过 程 的 守 群 为 


Tf (一 | Bray—)o)F 0 -| BaF y+o), (人 .本 
Fourier 变换 的 算 子 从 定义 为 
B90 =lim | org)do, dno) lim [edple). 


在 人 王 义 图 数 的 意义 下 取 极 限 ， 是 ) 义 汞 数 的 意义 下 的 Fourier 
变 式 。 对 (47 .5) 两 边 施 行伍 得 | 
FTF =91(—~2 BF) = CORBf 2) , (47 .6) 
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生 


施行 Fourier 变换 后 ,可 昂 此 件 群 有 极 简单 的 形状 。 其 次 ,对 上 式 
两 边 就 t 施行 Laplace 变换 。 因 


Rj (一 一 一 人 二 | (eos zu — Dn(du) 二 0， 
故 右边 可 以 简单 地 施行 Laplace 变换 ,左边 旭 因 站 可 与 的 
Laplace 变换 先后 交换 , 故 得 
TR, f(z2) = 


KBD HO. ee 
”又 由 (条 .6) 得 

© A4f(2) = —2 Sf), 
即 


SAf(z) = 1- Cm 一 可 2 


+ (elt Er ) "0 SO 8) 
由 Fourier 变换 的 性 质 得 
Sf (2) 一 一 这 仁太 2 Sf) 一 一 2 (2), 
fz) = (0 一 1) 宪 f(z)， 此 处 4 (2) 一 rz 二 一 Fp)， 
因此 , 洁 形 式 地 求 447 .8) 两 边 的 Fourier 逆 变 换 , 旭 得 
47(Co) 一 mij GD) ~ f" (2) 


二 |(7e+ 四 -7 一 了 和 Po)nGdD。 (47.9) 
欲求 兄 (4) 以 明确 地 规定 4, 肛 相 当 麻烦 。 


$ 人 双生 灭 过 程 


广 有 一 团 钥 菌 , 其 个 数 按 下 述 法 则 变化 : 性 一 个 狂 菌 在 dt 时 
间 内 分 用 为 2 个 的 概 牵 为 p dt (着 一 高 般 无 穷 小 ) , 在 此 段 时 间 内 
死亡 的 概率 为 9at ,并 设 不 同类 艾 的 死亡 、 分 弄 为 相互 独立 , 邻 设 
在 时 别 t 有 个 , 问 在 t+ 必 时 将 有 多 少 ?7 个 分 列 与 mm 个 死亡 的 
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概 李 为 
Tr mr? at)'(g dt)™ (1— (p+ OD, 

除 (A) 1 一 0, 加 =0，(B) 1 二 mm-0 va)z-0 mn 一 1 三 个 情 
形 外 , 此 概率 都 是 df 的 二 阶 以 上 的 无 劣 小 。t 十 ;时 的 和 苦 数 在 z 
(4) 为 nm, 在 CB) 为 n+1, 在 (0) 为 n-1, 褒 粮 出 时 后 由 性 
入 上 的 松 计 PC(at, mi, &) 为 (六 一 高 家 无 穷 小 ) 


Pldt, n, %)=1—n(p-+q9)dt, 
Pldi, n,niD)=e we | (48.1) 
Plat, n, n—1)= ng dt. 
车 一 度 为 0， 旭 永 入 为 0, 故 有 
Pldt, 0, 0)=1. (48.2) . 


这 样 的 随机 过 程 称 为 生 严 过 程 birth and death process)。 若 稍 
”推广 (48.1) 而 分 


Pldi, n, n+1)= “pdt, (48.1) 


Pat, 多 9) 一 荆 一 (pn gn) dit, | 
Pldi, n, n—1)= qn Qt, 
也 条 用 同样 的 名 字 。 例 如 , 随 着 % 的 加 大 , 在 食粮 不 易 找 到 , 分 列 


率 降 低 ,死亡 率 提 高 的 情形 下 ,自然 地 可 裔 
> 名 > 澡 >…，< 泗 < 重 <…。 (48.2) 


特别 当 9, 三 0 时 , 叶 做 纯 生 过 程 (pure birth process) ， 当 pp, 二 0 
时 ， 是 做 秀 灭 过 程 (pure death Process) 。 
车 用 所 述 的 Markoff 过 程 理论 来 处 理 这 一 过程 ; 划 存 在 着 困 
” 难 。 因 为 现在 状态 空间 是 {0, 1, 2, 8, …} , 它 不 是 紧 致 的 。 简 单 
的 想法 是 , 洪 添 上 oo 而 再 规定 
Pldi, co 0)=1 
是 否 可 以 ? 这 样 做 未 必 可 行 ,如 何 克 服 此 困难 ,将 在 以 后 叙述 。 
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芹 不 质 这 困难 , 与 有 限 个 状态 时 一 样 , 可 如 下 考虑 这 一 过 程 : 
车 自 % 出 发 , 炙 指 数 型 逗留 时 简 z (其 平均 值 为 (Pp, 十 qn) 习 ) 后 ， 
转 估 n 十 1 或 % 一 1, 其 概 球 分 别 为 pi/ 《pn 十 91)，9r/ 《Pn 十 qr)。 然 
后 从 新 的 状态 % 一 1 或 % 十 1 同样 地 继 秆 运动 。 

首先 考 虚 纯 天 过程。 以 后 9, 都 训 为 正 ,此 时 , 狂 菌 数 涿 渐 焉 少 ， 
其 个 数 条 于 为 0 而 灭 移 。 舍 试 求 灭 绝 时 间 (extinotion time) 的 分 
布 ,这 是 Markof 时间, 但 不 深究 。 自 % 嘲 发 , 按 n->% 一 1->n 一 2 
一 … 和 -> 二 >0 进行 , 若 设 停留 于 的 时 间 汶 7， 天 灭 移 时 间 8 为 

ep 一 Tr 二 Tri 二 十 7I， 
其 中 rz po 劣 是 独立 的 , 荐 且 各 服从 于 平均 人 箱 为 9508 一 
nh 一 了 ，…, 1 的 指数 分 布 F(t) 一 1 一 6 故 6。 的 分 布 就 是 其 答 
积 。 若 求 s* 的 下 均值 , 则 得 
El(e) = DR- De 
因此 Pls, 二 00)=I, 即 不 营 从 多 人 么 大 的 个 数 出 发 ;迟早 总 会 灭 枢 。 
为 了 决定 PGn,8) ,记分 布 Pi，… ,了 ,的 穴 积 为 Yi,s .这 显 
然 是 z 十 rr- 十 … 十 灰 的 分 布 , Fi,n(t) 就 是 在 时 间 t 以 前 个 数 三 
到 不 大 于 6 一 1 的 概率 。 因此 ,经 过 时 间 t 后 自 n 转 移 到 的 概 球 为 
Pl, n, b) = Fis.n(D)— Frnt), Fp=0, 1,2,...,n, 
这 里 z : 
Fo0.n(t) =0, Fryn(t) =1. 、 

为 了 要 使 状态 空间 添上 ce 后 紧 化 为 已 ， 除 上 述 诺 芒 移 概论 
外 ,还 必须 合理 地 定义 P(t, 02,%), ==0, 1, 2， ce。 为 此 ,对 
忌 上 的 速 矿 画 数 Am) ， 必 须 使 

Tf 一 之 帮 ( n, 1) FR) 
汪 秆 ， 因为 除 ce 外 , 民 中 其 他 的 点 都 是 扳 立 点 ， 所 明 连 和 炽 就 是 要 
. 求 在 co 的 极限 值 与 实际 值 相等 。 舍 特别 取 fCm) =6m, 这 面 数 
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对 co 是 连续 的 ,此 时 因 全,f《n) 一 Pdn， 1， 故 必 须要 求 
limP(t, m b) =P(t, co b) “hpo0, 
为 求 此 极限 就 先 求 lim 机 (人 。 ur 人 GD 是 弄 十 式 -1 十 … 十 伐 的 
分 布 画 数 ( 上 标 % 琢 示 自 状态 % 出 发 ) , 而 友人 和 ,+1 分别 
与 式 ， Twi， …，, 信 有 相同 的 分 布 , 芍 式 弄 十 代入 十 … 十 矶 全 也 与 
如 十 T3 1 十 … 十 伐 同 分 布 , 故 得 
Patilt) = PmtitTti 1 
<Pm + 二 Tt) 
P(t 二 二 SD) = Frnt). 
故 bs) 是 的 单调 不 培 画 数 , 记 其 极限 为 Gi() (之 0), 得 
P(t, co £) = Grilt) Gtt). 
因此 
P(t, co 0) =1— P(t, oo0, £) 


1 on 


”应 区 别 二 种 情况 : 
(GD 衬 9=c。 因 古 的 了 GxG)(>0)， 故 对 X>0 有 


=1—lim 2 (Grri(t) ~— 046)) =1—lim Gnri(t), 


上 e-"Q, (Pat = lim | ep nt 
~lim >| odFi.n(D). 
入 Jo : 


一 0 


因为 分 布 Pn 人) 是 了 Pe Psr1，…， ,的 谷 积 ， 敬 
-lim 六 站 | “ordF,(t) 


-hm 站 (I+ 站- 土 站 (+) 


ed 入 二 k Ok 


单 谢 不 碱 的 , 故 必 0 从 二 0. 于 是 
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Pt coy co) =1， 因 之 _ P(t, co, 及 一 0， 于 o0， 
此 时 oc 为 套 点 ,而 上 述 的 简单 想法 可 行 。 
(#1) 社 qz<co。 此 时 上 面 的 无 劣 乘积 恒 为 正 , 当 4 人 co 时 
趋 于 1 。 故 得 | 
名 上 Gu 天 | 
由 于 Gu.) 与 本 6) 痢 对 t 单调 不 碱 , 帮 得 
| 全 下 ea 区 
由 此 得 
lim G;(D) =1., 


因此 
P(t, coy oo)=0, 完 PY, 0,%) = 1, 


的 依 单 想法 不 可 行 。 ”7 z 
上 述 二 种 情况 者 不 能 从 有 限 点 到 达 无 服 大 ， 但 在 人 中 ,在 co 
附近 的 减少 程度 添 渐变 弱 ; 故 自然 伸 
延 后 , ce 不 能 不 成 为 套 点 。 反之 ,在 
(G) 中 , 刚 人 总 接近 =o, 减少 程度 深 渐 强 
烈 , 故 朗 使 在 co 也 不 能 不 回 到 有 限 
”点 。 因为 有 限 点 为 指数 型 逗留 点 ， 帮 
王者 以 六 的 点 为 横 轴 ,时 间 为 稚 轴 ,得 出 
图 48.1 自 cc 出 发 的 样本 过 程 划 得 图 形 如 左 。 
下 面 考 虚 琅 生 过 程 。 设 ps,>0(n 之 了 ). 0 当然 是 套 点 。 自 你 之 1) 
出 发 ,个 数 逐 渐 增 加 ， 车 以 rw 表 从 出 发 填 至 (>>n) 所 用 之 时 
于 , 草 与 上 同样 


Bl(Thm) 一 pe 


$48 上 生 严 过 条 
放 从 %% 可 以 实际 到 达 m . 洲 合 
Fpr!<%, 
其 自 工 出 发 ( 因 之 也 可 自 2 出 发 ) 在 有 限时 闻 * 内 ,可 超过 俐 (可 大 


的 数 。 因 此 对 适当 大 的 4， 
人 P(t, nn, jn) 


” 故 苍 想 在 已 =- ,2 … ,00} .上 定义 Markoff 过 程 , 划 应 长 
pcs, %，co) =1— Pa nN, mM) 
因 pt, n,m) 三 0，72<m， 故 必须 
P(t, 0, m)= lim P(t, n, mm) 一 0。 
亦 序 oo 是 套 瓜 。 以 Tn 裘 自 有 限 反 2 到 达 co 所 经 之 有 限时 了 沿 ， 剧 
E(T,) = -Pp ‘<o0, 
这 7 是 Markoff 时 间 ， 称 为 煤 发 时 间 Coxplosion time) 。 
车 分 


其 
”Blewm}= | ep 


+) —0 (m—>00). 


旗 合 一 lim zm5 旧 如 (e*"") 一 0，P(zs 一 oc6) 一 1， 亦 即 永远 不 

会 爆笑 ,而 : 

> P(t,n, m) =1, 

与 前 同 理 可 知 cc 是 套 点 。 

z 对 一 般 的 生 灭 过 程 ,由 po，9， 的 天 小 关 系 襄 产生 种 种 有 趣 现 
象 , 但 从 略 。 


第 5 章 扩 散 
849 扩 散 点 


囊 ze (tow) 为 在 忆 内 变动 的 Markoff 过 程 ,下 号 及 条 件 都 同 
上 章 。 z(t, o) 的 样本 过 程 只 有 第 一 类 不 连续 点 。 合 了 为 吾 的 开 
子 集 。 从 总 内 的 任意 点 a 出 发 的 zxo ( ao) , 在 的 最 初 通过 时 间 
一 zi 以 前 (包含 7 在 内 ) ,如 果 以 概率 1 为 过 和 炉 的 , 则 此 Markoff 


z 过 程 称 为 在 U 由 是 扩散 的 。 由 上 过 粮 性 假定 , ze (599) 位 于 也 的 
边界 0U 上 。 


荐 2 人 雪 在 局 及 斑 内 是 扩散 的 ， 则 在 砂 =UU 玉 上 是 扩散 
的 。 人 <aEU ， 因 为 和 @ 
0 =- TEV, 
净 十 (Cr 和 ) bp ( TO ) 9 v(TY’) EV, 
故 2 (0) 连 种 于 0<t<7 人 。 同 理 , 对 gEV 也 可 得 出 同样 的 结论 。 
如 果 在 5 的 某 一 邻 域内 z(t) 是 扩散 的 , 须 称 3EBR 为 扩散 


点。 扩散 点 的 第 合 显然 是 开 梨 。 


若 所 有 的 点 都 是 扩散 点 , 划 过 程 是 扩散 过 程 .为 证 此 ,下 
2z0) (从 的 所 有 的 点 都 是 扩散 点 。 售 & 为 瑟 的 任意 点 ,由 于 v 是 扩散 
点 ,因而 wz (在 < 的 某 邻 域 T 内 是 扩散 的 , 故 在 0< 坛 r 久 中 如 
粮 。 并 且 由 于 2 人 (iP) E80, 所 以 79>0. 另外 ， 再 人 在 0<t<sY 
中 使 得 20 (D) 速 辕 的 上 确 界 也 记 作 ,显然 *>z8)>0。 只 要 永明 

心 此 式 虚 改 为 
7 好 (TP¢V, 
只 -| T+ (sb b=t(l Tig)s wy) EV, ZX(T 久 ) 4U, 


人 中 呈 兴学 和 和 


_ 校 者 
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rt， 如 7 之 co， 考 虚 ?一 lim we () ,在 包 含 5 的 基 邻 域内 
z(t) 是 扩散 的 。 由 于 5EV， 故 若 适 当选 取 se(>0) ， 姑 在 
tT 一 8 志 t<T 因 2?0QETV、 因 为 0'==z%(z 一 8)EV, 故 自 8' 出 发 ， 
到 7 一 2e 十 TT 二 T7997) 上 ,224) 是 过 稿 的, 且 z(oO(r 一 十 rz EOV, 
并 因 在 7 一 e<t<7 内 , 2 中) 位 于 矿 中 ， lim ze 的 也 位 于 灰 中 ， 
所 以 1 一 +5'>7, 这 与 是 上 确 界 了 矛盾。 因 之 一 co 而 且 zo 人) 
圳 续 于 01< co, 这 般 明 oo) ( 扩 是 扩散 过 程 。 反之 , 对 于 扩散 过 
程 来 说 ,所 有 的 点 都 是 扩散 点 ,可 由 扩散 过 程 来 加 以 定义 。 

- 一 般 地 , 算 子 5 称 为 在 z 是 局 部 的 (local) , 就 是 指 在 zx 的 邻 
域 上 ,对 f=g 的 f, gED(5) ,Sf(z) 一 Sg (2) 成 立 。 

定理 1 2 (t,o6) 的 生成 算 子 4 在 此 Markoff. 过 程 的 扩散 

点 是 局 部 的 。 
耳 明 今 a 为 扩散 点。 车 全 4 的 扩散 邻 域 为 ,草包 含 于 0 

内 的 a 的 邻 域 都 是 扩散 的 。 令 设 fi, faED(4); 上 且 在 a 的 邻 域 V 
上 刻 =fs。 由 Dynkin 定理 可 得 

Af,(a) 一 lim 6 —fs Co) 


E(w) 
车 取 厂 使 形 cUNy, 其 zw (rr) EUNTV, 而 各 Afi(o) 
= Afa(0). 


§50 Ra 定 理 


考虑 RR 上 的 Markoff 对 各 zw 中 (DD ， 呈 的 点 5 称 为 一 从 点 ,就 
是 指 存在 的 某 一 邻 域 与 线段 同 胚 。 这 可 以 畦 成 只 与 RR 有 关 的 性 
质 , 而 与 2 (人 无 关 。 一 检点 全 体 显 然 是 开 某 合 。 若 5 是 及 的 一 
准点 ,同时 又 是 oo 人 的 扩散 点 ,出 称 为 zw G) 的 一 亲 扩 散 点 。 
这 种 点 的 全 体 也 是 开 利 合 。 

售 8 为 扩散 点 , Z 为 8 的 邻 域 。 由 于 已 是 扩散 点 ,所 以 不 难 想 
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象 ,从 出 发 的 Markoft 过程 ol) (2) 在 充 耸 短 的 时 间 内 跑 出 DOD 外 
的 概率 (1，b , U?: ) 非常 小 。 断 定 此 概 束 为 0(t) 就 是 本 节 所 说 
朋 的 Ray 定理 。 

定理 1 若是 2 的 的 一 杀 扩 散 点 , 划 

已 pc)=oNN，LDU 是 5 的 分 域 。 (BO.1) 

证明 由 假定 ，2 附近 的 点 都 荐 一 雁 扩 散 点 。 因 为 U 越 小 划 
P(t,5, Ur) 越 大 , 所 以 只 对 也 的 点 都 是 一 维 扩 散 点 的 情形 予以 
评 明 。 因为 了 有 与 线段 同 胚 的 邻 域 , 故 2 的 某 邻 域内 的 点 可 以 由 
对 应 的 线段 上 的 点 亦 即 实数 来 表示 。U 也 可 湛 成 区 间 Gay) 。 

若 (50. 了 了 不成立 , 划 存 在 如 0, ce>0 使 

P(t, 0, U°) >6b,. (50.2) 
现在 分 7 为 2 (t,o@9) 初 次 从 ww 跑 出 0 的 时 间 。 若 2 中 ,9) 永 
远 停留 于 0U 内 ,或 从 澡 跑 由 UU, 则 定义 789 一 oo。 精确 些 说 就 是 : 
全 UU 的 最 初 通过 时 间 为 rp， 若 z8 多 <co, 期 因 林 只 由 扩散 点 所 
构成 , 故 zw (r 久 ) 等 于 的 边界 点 各 或 ww， 定义 : 
po) 他 ， 当 czO) 一 届时 ; 
co， 其 他 。 . 
以 名 代 赫 岂 , 居 可 同样 定义 区 ?由 (50.2) 有 
P(r <t) 十 五 (多 一 页) PL) EUo >ot,. 
所 以 或 者 
P(r < 如 ) 之 癌 加 
对 无 穷 多 个 ? 成立; 或 者 
P(t) <t,) > 训 加 


对 无 和 多 个 成立 。 本 下 两 者 之 _ 丰 立 而 由 必 时 由 于 盾 。 国 为 
法 相同 ,所 以 只 证 后 者 。 改 用 记号 而 将 自 下 式 导 出 矛盾 : 
P(r <t) >ot, 6>0, 0, 《50 .8) 
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若 在 2 与 妇 闻 取 y， 期 
P(t) SP — TY) Zh, TY <) 。 
这 里 zy) 是 以 Qu, 四 代 上 面 的 U 后 定义 的 7 
由 强 Markoff 性 
=B{P(r—7T (9) <+ ,1B (9)); TH (9) 一 加 
=B{P (tH) ; TY <} < PT). 
(于 与 7) 类似, 同样 地 对 也 = (wi, ws) 定义 ， 只 是 愉 ?从 才 b.) 
因而 由 (50.3) , 对 5<y<<tw 得 
PO <t,) >ot,, o>0, yO (50 .4) 
车 合 5= (ww 一 0) /4 (二 0) ,4 一 5 十 2s 及 
wot w), 9， 
oo0 (TD ,0) ,tS79, 
期 y() 的 样本 过 程 是 迷 续 的 , 且 常 处 于 [aw, wa] 内 。 故 若 取 8 充分 
小 , 则 


y Low) = 


Pla—e<y(t) <ats, 0<t<s)>3. (50.5) 
因为 0 的 样本 过 程 一 至 束 禹 于 0<i<s, 故 
一 己 ( 对 某 一 81 入) ,yy((% 一 Db) <o+s, y (ht) 一 -oa 
->0 (n>00). (50.0 
然而 : 和 
> Plo—e<yld) ote 0<t< 修一 了 加 而 且 g 的 一 由) 
因 y() 关于 B, 可 测 , 故 


FS 


= 2 EB{P (y(t) =/ Bu.); 
a—e<yd <ate, 0<t< (1—Dt} 
= SBP(T <H) ymin; 
a—s<Yy(t) <ats, DO<t< ($C—Dt}. 
wR—1)t,) Ef {ams<y(t)<a+e, Ot< (8—1)4,} 上 等 于 
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yb 一 也 ) ,因而 处 于 (4 一 s,4+s) 内 。 因 (4 一 8,4-+e) 了 ,ws)， 
故 由 (50. 4) 知 己 (z Tr) -yer-Dt,) 大 于 co 。 
om 六 之 cb Plo—e<y(t) <ate, Ot< (8—1)#,) 
> 三 etn [s/t,] > (n>=2). 
玫 与 (50.6) 子 盾 。 
定理 2 讼 马 的 开 集 品 与 线段 同 味 ,并 裔 U 所 有 的 点 都 是 扩 
散 点 。 著 合 万 为 的 阴 子 集 , 则 对 5E 万 一致 地 有 
P(t,b, U°) =o(0). (50.7) 
镍 明 ”如 果 扩 大 定理 中 厂 而 灯 小 吕 时 , 定理 能 窜 庄 明 ， 基 此 
定理 自然 就 成 立 了 。 故 不 妨 裔 0 的 各 点 也 都 是 一 条 扩散 点 ,而且 
了 与 闭 黎 J/ 同 胚 ,分 = [Lb1, 5] 由 上 定理 
PUY, 0 VOD =0(t), i=1, 2。 (50 .8) 
此 处 o 掏 与 无关。 利用 强 Markof 性 ， 对 0 过 2 过 03， 


上 
PO,b,U°) =| pd) Pl-s, bss DoD 


+| palds) P(t—s, ba, To oo 人。 


这 里 or 是 zc 从 51 跑 出 (01,93) 的 时 间 的 分 布 。 

回顾 定理 1 的 证 明 , 可 网 : 

/ P(t < +P(r < =0(D, 
故 如 以 Q@(t,5,U°) 表 z 吕 (G3) 在 时 其 区 天 0<s<t 内 到 过 UV' 的 概 
率 , 基 上 式 左 边 为 Q(t,5, 0), 故 得 

定理 3 ”上述 二 定理 对 QG 0, U°) 也 成 立 。 


§51 局 部 生成 算 子 
称 Markof 过 程 ze (在 点 8 上 有 局 部 性 , 如 对 了 的 任意 邻 
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域 口 , 有 
P{W EU = P(t,b,U°)=0(). (51.1) 
按 上 池 Ray 定理 ,co GQ) 在 其 一 维 扩散 点 上 有 局 部 性 。 
以 下 载 在 ?有 局 部 性 。 f(z2) 在 z=2 的 充分 小 的 邻 域 六 上 过 
和 绩 而 且 有 上 押 时 , 若 


lm 了 | Pt, 5, dy)7 (w) -7 612 


存在 , 旭 褒 了 ED(44) , 并 以 4,f 天 此 极限 。 因为 在 2 上 有 局 部 性 ， 
此 定义 与 六 的 选择 无 关 。4s 有 下 列 性 盾 : z 
(4;.1) (局 部 手 ) ”车 fED(4，,) 且 在 2 的 附近 ( 郎 某 邻 域 上 ) 
f=g, 则 gE D(A,) 且 
A = Avy 。 
(4A,.2) (线性 ) 车 f ,gED(4,), 则 af+B9&(4,), 且 
A (of +Bg) = -oa +BAg. 
(4,.3) (正定 ) ”车 在 ? 的 邻 域 上 f>f(6), fe (A), 剧 
4,f 生 0。 又 显然 有 
: (44.4) 壤 fED(4), 到 FED(4,), 县 f=4f(6). 
有 了 这 些 准 备 , 定义 局 部 生成 算 子 4v 如 下 : 
定义 i 薇 开 和 集 忆 中 各 点 均 有 局 部 性 ,由 
对 所 有 的 5EU, ED(4;) ] 
4 对 5EU 回炉 
Avf(0)=Abf, bEU 
定义 的 算 子 4r 称 为 20) 在 U 上 的 局 部 生成 算 子 。 
前 面 已 名 看 到 , 一 条 扩散 点 上 有 局 部 性 , 故 在 其 上 可 以 考虑 
4 且 这 时 可 抬 4 定义 为 ， 
定义 2 
” Pslt,a, B=P{o/o0(0) EHR, WS) EV, 0<s<t} 


D(Ao) ={f 
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| 4,f 一 1im 了 | Po (t, 0， df -f(D). | 


这 定义 比较 有 用 。 
两 定义 的 一 致 是 由 于 


,Peo, aw fy) —| ,Pelt, 5, dy) f(y) | 


<| ,PG, 5, a) — Pelt, 5, dy)) | f(y) | 
<sup|f1*P{ 对 集 0<s<t, 29(s) EU}. 
由 §50 的 定理 3, 后 一 概率 是 oC). 


452 一 级 扩散 点 的 分 类 


一 蕉 扩散 点 的 全体 是 开 集 合 , 而 且 可 以 玫 为 到 多 可 数 多 个 束 
千 分 量 的 直接 和 , 并 上 且 各 分 量 与 实数 开 区 疝 同 且 。 今 取 其 中 一 个 
,和 若 :- 与 (ay 72) 同 及 ,其 7 了 的 点 可 由 《741,73) 中 的 实数 表示 。 
分 5E I, 则 2 人 连续 于 0 委 t1< 的 概 球 为 1， 车 
P( 对 0<t<z2 中 的 t， 2 的 守 0) =1， (52.1) 
旧称 5 为 右 通 过 点 (right translation point) 。 
全 U0U 为 售 于 了 办 的 5 的 邻 域 。 因 恒 有 79<79?, 故 若 5 是 右 
通过 点 , 则 
P( 对 0<t<7T2 中 的 tf， 2 中信 守 D) = 工 (52.2) 
反之 ,由 此 条 件 可 知 5 是 右 通 过 点 。 为 了 证 明 汉 一 点 , 分 5 为 
2 0 自 0 跑 出 [5,7s] 的 最 初时 间 。 如 此 情况 不 发 生 , 旭 全 7 二 oo， 
5 是 Markoff 时 间 。 分 mm 一 min(ry mm) 草 训 是 有 限 Marko 企 时间 。 
需要 证 明 的 是 卫 (r<oo) 一 0。 因为 
P(r<o0) 一 ]iam P(r<n) = lim P(tn<n), 


禾 只 要 证 明 已 (r,<m) =0 邹 可 。 由 的 定义 ， 


8 52 一 灯 扩 散 点 的 嚼 类 和 
0 一 王 (z<m， 且 对 充分 小 的 及 2 中 (7T1 十 驴 宇 0) 四 
一 也 (zs<<n, 上 且 对 充分 小 的 20 (Ts 二 守 Db) 
二 万 {P{ 对 充分 小 的 to 中 (T 二 引 宇 5/ Ba}; T<< 导 @ 
一 恕 {P{ 对 充分 小 的 ti, 20(@) 之 0}; Tn< 之 0) 
宕 加 {P {对 0<i<7Y,， ZO >=0} ;Tn <n} 
一 p{5, 达 中 (由 假定 (52.2))。 

在 (52.1 中 , 以 zw 的 去 5 代替 co 从 二 0， 即 得 左 通过 点 
(left translation point) 的 定义 。 与 (562.2) 同 样 ,在 此 定义 中 1 也 
可 由 5 的 任意 邻 域 U (CI) 来 代替 。 z 

是 是 左 通过 点 又 是 右 通过 点 的 点 , 实际 上 就 是 套 点 。 是 右 通 
过 点 但 不 是 套 点 的 点 , 称 为 纯 右 通过 点 。 同样 定义 纯 左 通过 点 。I 
中 弃 非 左 通过 点 又 非 右 通过 点 的 点 时 做 正则 点 (regular point) 。 

左 通 过 点 , 右 通 过 点 , 缉 左 通过 点 , 莉 右 通过 点 ,正则 点 与 套 点 
各 自 的 一体 分 别 记 为 心 , A, Ap1，Apr，4s 与 4,. 

虽然 了 与 实数 开 区 则 同 胚 , 但 1 与 此 区 间 的 同上 对 应 却 有 好 
几 种 ,邻接 方向 把 它 分 为 两 种 。 取 工 内 任 两 点 , 按 其 所 对 应 的 实数 
大 小 关系 而 分 为 两 种 。 这 样 的 分 类 与 两 点 的 选择 无 关 。 关于 同 向 
的 两 个 表示 , 左 、 右 通过 点 的 定义 是 一 致 的 ,但 关于 诞 向 的 表示 , 剧 
需要 左右 互 换 。 套 点 ,正则 点 的 定义 则 对 任何 表示 都 一 样 。 

(i) 车 合 8 为 右 通过 点 ,其 ze (D) 从 右 癌 左 切 8 的 概 牵 为 0， 

三 明 ” 若 合 Y 为 从 右 税 左 最 初 芭 2 的 时 间 , 划 r 是 Markof 
时 间 ( 幸 不 发 生 这 种 情况 , 凤 令 * 一 co)。 用 自 (52. 细 导出 (52.1 同 
样 的 方法 ,可 证 朋 P(r<o0) =0。 
(ii) 对 5 二 oe 过 7s 内 所 有 的 @, 若 

7 对 0<t<zi2 中 的 志 oo 全 沁 他 = 工 ， (52 .3) 

` 居 5 是 右 通 过 点 。 
”三 行 中 的 “0), 原 书 均 损 为 2 的)， 


校 者 注 
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由 假定 ,和 如果 已 葵 1, 期 对 2 一 cc<r9， 
Pf{rPet, 或 20 (<r =1. (52 . 4) 

于 /与 7a 图 取 ?% 六 与 27 半 取 妇 ， 2 与 wa 因 取 加 由 Ray 定理 ，- 
存在 随 上 而 站 伍 于 0 的 (办 使 

P{ 对 0<s<t, oa € (ri, 18 人 
这 里 可 对 os 和 2 中 的 5 其 同 取 3 由. 特别 对 2<c 和 2 中 的 
5， 由 假定 (52.3) 得 

P{ 对 0<s<t, DO(s ECD, wu)}>1—6(0 i, 


P{o? DE Eo, vy)}>1—60).¢, 


序 PW, ww， [8, ws)) >1—60(t) .tt, 
. 当 aJy5 时 , 因 P(t, 4,*)->P(t, 5,*) ( 泛 弱 收 敏 )， 故 
PE, 6, 10, 72))>1—600t, 


即 P{2™ (0) E Lb, 2)}>1—6(t) et. 

故 当然 
P{rP<t, 或 入 xz 人 < 人 o (52.6) 

又 由 (52.4)， 对 4<a<ys 中 的 5 有 


Pfzrst 或 saw 四 一 中 1-8 人 (52.6) 
若 对 任意 给 定 的 纪 ， 能 牙 明 
P{ 对 D0<s<min (rz 力 中 的 5s，200(s) E [0, 7a)}=14，(52.7) 
出 会 f 人 2 即 知 5 是 右 通过 点 。 为 此 , 若 考 虑 到 zw (gj 在 0<s<T2， 
中 过 夭 ,区 只 要 诈 明 
P | 对 2 op 中 之 b(0<h<， em( Es)e Ls, Wal 


-> (一 >co ) 


即 可 。 利 用 Markoff 性 及 (52.5) (52.6) , 得 
上 述 概率 二 (1 一 纪 )- 二 >1-6( 二 )'t>1, 
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《iiiy A 是 并 集合。 
征明 激 6,€ 4， 5. 只 饥 证 bE d,. 不 失 普 通 性 ， 可 发 
0 人 或 ny5 
5 和 5 时 ,由 5s€ 4, 及 人 i) 得 
PP{ 对 0<t 一 rz 中 的 去 z 四 9 全 E [5 72)} =1, 
分 >oo 得 
P{ 对 0<t<7 人 中 的 ， v6) € Lo, ye) }=1，, 
此 表明 
bE A,. 
BD 时 ,由 5,E 4 及 四 ,对 4> 卫 的 a， 
_P{ 对 0<t<z 中 的 2 € [ra = 
P{ 对 0<t<wO 中 的 为 oo 人 E [ce 72)} 一 1 
因为 by 5， 放 上 式 对 任意 的 o>b 成 立 。 由 的 得 5E 4， 
(iv) 4, 岂 是 并 和 集 , 因 此 4, 也 是 阴 和 集 , 但 .4s 是 开 集 。 


§53 Feller 的 标准 尺度 


由 -上 节 ,一 杂 扩 散 点 集 是 开 集 ,而 且 宅 的 各 个 分 是 与 实数 区 天 
疝 豚 ,因此 ,分 量 内 的 点 可 由 区 间 (riy ya) 内 的 点 来 才 示 。 洲 只 考 
上 嵌 其 中 正剧 点 , 剧 又 得 (71, ya) 中 的 开 子 集 ，, 因而 也是 至 多 可 数 多 
个 区 吉 的 交接 和 , 取 其 中 一 个 区 加 或 其 中 子 区 间 , 塌 以 T=(41, 63)、 
(ia，5a) 内 的 点 都 是 正则 点 , 称 它 为 正则 区 了 间 (regular intervaD)。 

取 工 的 子 区 去 = (ji, js) 使 了 JCI。 连 端点 在 内 , J 仅 含 正 

则 点 。 取 eaEvy ,2 人 旭 自 a 出 发 ,在 到 达 坟 1 之 前 先 到 ;jj 的 概率 起 
为 s(a; J3， 1) ;在 到 达 Jj。 之 前 先 到 达 和 7 的 概 杰 天 为 8 5 J 2) > 有 
. 1—s(@; ja 多) 一 SC f1, ja) 
是 未 停 留 于 > 内 的 概率 。 下 面 的 定理 断定 ,此 概率 为 0， 
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定理 1 

(A) a 从 入 上 升 到 广 时 ， s(a; 元 , ji 从 0 如 各 地 上 升 (多 
义 ) 到 了 

(B) s(z; j2, 71) 十 s(a3 91, 73) 一 工 。 


三 明 分 为 五 步 。 
(i) jG<b<js 时 
si ja, 1) =8(4; b, j1) 8(0; ja, 972) 。 (53 .二 ) 


s(a; 7a j1) 是 从 4& 出 发 ,在 到 达 才 前 先 到 达 ys 的 概率 ,而 这 种 情况 
的 发 生 应 是 : 从 4 出 发 ,在 到 达 Jy 前 先 到 达 2， 其 痰 从 2 出发， 在 
到 达 J71 前 先 到 达 7s。 考虑 2 中 (i) 在 到 达 和 前 先 到 的 时 间 r( 若 
不 发 生 这 种 情形 , 剧 全 7Y= cc) ， 因 为 这 是 Markoff 时 间 , 克 利用 强 
Markoff 性 ,就 得 (83.1), 

(i 车 六 <a<js, 则 

0<s(0; jo, 1) <1. (58.2) 

为 证 此 ， 先 巩 有 使 *(c; Ja Ja =0, 放 <oa<7a 这样 的 a4 存在 ， 
将 由 此 导致 了 矛盾。 分 在 4<0 一 ;中 目 使 s(a; 0 9) 一 0 的 2 的 全 
体 为 B. 显然 有 EB. 介 6 的 下 确 卉 为 bo， 取 J1 < <bo, bEB., 
若 4 和 5， 上 风 由， 

s(0'; 0, 1) =s(4'; 0， 和 at b,71)=0 
若 s 达 a' 一 bo， 有 出 
“0= s (a; b,j1)=s(0; @, J1)8 (0; b,j). z 
但 由 a 过 如 。、 有 sl4; oh 0, 故 3(&'; 5, 广 ) =0。 因 此， 元 酷 如 
何 , 总 有 sw 9, 7) 二 0. 送 襄 明 
P{ 对 O<i<7, 2 (DD) <b} =1,. 
在 8B 中 取 使 之 逼近 5b。 而 得 : 
P{ 对 0<t<T ,2 (0) bo0} =1 (je bo), 

由 上 节 (Gi), bo 是 左 通过 点 (上 节 中 虽 只 就 右 通过 点 作 了 令 迷 ,但 对 
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左 也 一 样 ) ,因为 J 的 点 都 是 正 旭 点 , 故 产 生 了 矛盾 。 因 此 s(4; jy 放 ) 
>0， 同 理 sc; 1, j2) >0。 故 
s(@; 73，71) 1—s (qa; ;$2) 1, 
(ii) 由 全 与 (二 得 
Js 二 Q<<0O 挟 Ja 时 , s(@; ya j1) <s(D; J2, IT 。 
这 样 ,完成 了 (A) 中 除 连 种 性 外 的 证 明 。、 

(iv) 下 证 (B) 。 a=1 一 s(@; Ja 及 ) 一 SC 1, ja) 是 Z 四 永 
停留 于 v 内 的 概率 ,要 证 w=0. 兮 厅 为 开 集 合 , 若 对 acEU， z(t) 
永 停 留 于 7L 内 的 概率 为 0, 旧称 如 为 发 散 的 。 洲 【7 太 而且 芝 是 
发 散 的 , 草 六 也 是 发 散 的 。 因 为 gcEv 不 是 套 点 , 故 由 844(xi) ,对 
4 的 充分 小 的 邻 域 U 有 吾 (Y) 达 0, 故 P(rP<o0) = 一 1, 因此 U 
是 发 散 的 。 次 证 :如 工 的 两 个 开 区 天 Di= (wy v1) 及 Us= (ws 
V2); (UUWs V1) ;都 是 发 散 的 ， 区 其 和 U= (ua ， 02) 也 是 发 散 
的 。 若 分 4€ (wy 加) 如 5 中 的 迹 艇 中 ， 

> VD 70a YU 
QO—>D1 Pa—> DV 
是 跑 出 0 外 的 情形 ,和 而 永 停留 于 忆 的 情形 只 是 
CTDI~>U VI >U VU > 
” (因为 U1, 0 是 发 散 的 , 故 无 其 他 情形 ) 。 永 停留 于 UU 内 的 鬼 率 为 
s(@3 Dis Wa) *8 015 so V3) 8 (Ua; D1, 三) "SCV1S Ua V3) 
‘Ss (Wa; V1 U1) **, 
因 sw; wa sa) 之 1, 故此 无 限 积 为 0. 

如 4E (v1, v3) ,也 同样 得 证 。 

车 以 有 限 个 发 散 的 区 叶 复 盖 / (Borel-Lebesgue 复 盖 定理 1)， 
再 利用 上 述 结 果 , 划 v 久 一 个 发 散 的 开 区 则 复 盖 。 故 7 也 是 发 
散 的。 这 说 朋 a=0.。 

(Vv) 最 后 证 明 (A) 中 剩 下 的 连续 性 , 洁 证 
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lim s(@; b,j1) 一 5(G; ho, 1), (568.8) 


由 上 (iv) 所 证 ,rp 有 限 的 概率 为 1. 车 2(zP) 一 广 , 则 co() 在 
0<t<79 中 取 最 大 值 , 且 此 值 小 于 为 。 故 若 取 充 分 接近 于 访 的 2， 
出 ze' 的 在 到 达 之 前 先 到 达 广 , 因此 , 取 5,1js, 如 对 任 一 个 
5 2 中 CB) 在 到 达 访 前 先 到 达 5 则 实际 上 是 在 到 达 庆 前 先 到 达 
72， 故 


lim s(g; Ons J1) = 8 (0; 139 J1). 


又 因 s(a; 2, 7) 随 5 墙 大 而 减少 ( 因 5<2' 时 , s(@; 6', j1) =s(@; 
0b, Js 7)， 故 得 证 (53.3) .由 人) 及 (53.3) 得 
sD; jas jD = El (1D). 
故 s(83 js, 放 1) 速 缕 于 0 = 为 , 同 理 500; 入 , jo) 也 巡 各 于 5 一 放 ， 因 
而 s(0; ja, 和 1) 速 续 于 = 和. 由 此 得 
a 人 5, sg; 2, 71) =s(0; 6, 73) *8(0; 7 91)—>8(0; ja, 1). 
因此 wy 时 , s(@; 71, 72) 一 35(0; 7 73)， 故 
a yb 时 ， 
s(03 Ja 7) =1—s(0; 91, 12) >1—s(0; 1, 32) = 8(0; 9 ID 
故 s(@; Ni, ?3) 关于 a 连 秋 。 
定理 2 若 (J,7ys)C(p ps)， 阳 对 CE [71, 731， 
s(@; Ba, Pb1) 一 S(C3 J1, J2) SI Ba, Bi) 
+s(0; I, j1) *8( 723 hay bi). 
三 明 对 Markoft 时 间 76%,y,) 应 用 强 Markoff 性 部 可 。 
在 此 定理 中 ,全 s(ei 1, ya) 二 1 一 s(4; JJ ， 得 
s(@; ha, bi) 一 08 40; ja, 1) 十， 
这 里 a, 6 是 与 二 区 加 (j), 72) ，(81， bs) 有 关 的 常数 。 利 用 此 结果 ， 
可 得 下 述 基 本 定理 。 


争 
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定理 3 在 了 = (ii, io) 内 , 除 芒 性 关系 外 , 存在 唯一 的 连 积 、 
狂 义 增加 画 数 s(e) , 使 对 任意 的 了 = (Yj1, j2) ,J CT， 有 


_ SO 一 8 
s (8%; Isy J1) 一 8s (72) —8(971)° 


枉 明 ”上 先 定义 一 个 s*(c) ,固定 70= ( 谍 , )， ICI, 取 包 含 

4 的 任意 的 了 = (41, 7 ， I HOT, 并 分 
s(@) =as (4; j2, 人力) 十 B。 
其 中 a,B6 由 ~、 
. s(72) =1, s(F9)=0 

决定 。 今 取 更 大 的 v =(jJ,792) 代替 本. 同样 定 由 (ec)， 并 记 为 
，s'(g) ， 由 上 定理 , 对 56E (六 j3) ，s (5; 区 ,让 与 85(03 js, 入 ) 是 粮 
性 关系 , 故 ? (8) 与 (3) 也 是 茂 性 关系 。 又 因 ? (入 =:( 刘 一 1， 
s( 六 ) 一 s (站 ==0, 故 8 OO 天 8) (BE (六 js))， 特 别 合 5=o 而 
得 #(@) 二 s(@) . 这 周明 s(q) 的 决定 与 y 的 选择 无 关 。 又 由 s(q) 的 
定义 方法 看 出 , s (a; 72) 901) 是 s(&) 的 线性 式 , 且 由 8(I3372， 71) =], 
s (1; 7a, 91) 一 0 得 证 定理 中 所 需 的 关系 。 

反之 ,如 满足 定理 要 求 的 s(e) 有 两 个 为 sa (c) ,ss(c) ， 则 在 任 
意 的 了 (J CI) 内 ,它们 有 鞠 性 关系 。 因 为 线性 关系 的 系 数 只 由 在 
两 个 a 上 的 值 所 决定 ,故此 系数 与 7 的 选择 无 关 。 

此 定理 中 的 s(@) 称 为 工 内 的 标准 尺度 (canonieal scale) 。 这 
”有 (内 在 的 ) 概 雁 桨 义 , 且 与 工 的 坐标 的 选择 (与 实数 区 间 的 拓扑 对 
应 的 方法 ) 无 关 . 标 准 尺度 与 下 节 中 义 述 的 标准 测度 都 是 W， Feller 
引进 的 。 
! 例 倒是 R=RiU {coo} 上 的 Wiener 过 程 , 若 令 I 二 Ri, 则 了 的 
点 都 是 正 基 点 。 斌 艾 s(2) 亚 00 二 8。 由 Wiener 过 程 的 左右 对 称 性 得 


(2 二 ; ja 入 )= 立 . 


因此 
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(= 3 (s(#) +s(j)). 


因为 s(x) 是 连 贸 的 ; 鼓 可 知 s(w) 二 az 二 B。， 
| 
$54 Feller 的 标准 测度 


先 说 朋 定义 标准 测度 的 大概 程 序 。 与 上 节 一 样 , 全 了 为 正 删 \ 
区 间 。 取 区 间 了 使 了 CY, 且 合 : 
P70) = BP), gr(0) = 一 Dr (0),. 
可 证 gy(&) 关于 s (4) 是 西 的 ， 


是 “的 增加 画 数 。 mv(o) 不 一 定 束 禹 。 若 全 JC 剧 对 4E 


可 得 | 
mj (8) = My (g) 十 常数 ， 


故 若 在 工 内 任 取 一 定点 co, 按 mj (co) = 0 而 规范 化 ,由 得 
my (@) = my (0), . 

因 之 , 把 它 定义 为 m(q) 就 得 TI 上 的 增加 画 数 。 测 度 dm 就 是 
keller 的 标准 测度 (canonical measure), 8 一 移 决 定 ， | m 除 附 
加 常数 外 可 以 确定 , 车 介 s 为 8 一 as 十 6， 则 叹 一 arm 十 6'， 需 要 
证 朋 的 是 下 面 的 三 定理 。 

定理 1 ov (c) <o. ”| z \ 

证 明 与 上 节 证 有 明了 发 散 一 样 , 考 处 册 过 ww 二 w1 二 vs, 对 
放 一 《W041) ;9 一 (Wa 02) ,假定 pj.(4) ,pi,(4)<oo, 然后 对 
v 一 Way 0a) 导出 orz) 二 co 即 可 。 因 为 已 知 zo(t) 跑 出 > 的 概 
率 为 1, 故 可 就 迹 重 计算 py(e) = 恕 (zP9)， 利 用 强 Marko 任 性 ， 当 
a J 时 ， | | 

Pr (0) 一 07(C) +s(a; D1, U1) Pr, (V1) 

十 SC V1, U1) 8S (V1; Way va) Py, (Wa) 


二 8(@; V1, W1) s (V1; Ua, v2) § (Wa; V1, WU1) 27 (91) 十 
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由 于 s (V1; wy 23) 二 1, 此 级 数 收 伊 。 
定理 2% gj (4) 关于 s(4) 蜡 凸 的 ,因而 当然 是 深 纺 的 。- 
鱼 明 ”利用 强 Marko 人 性, 当 六 < ca<c<ca< ys 时， 
DJ (8) = Wa,ay (0) 十 8(@; G1, 02) Pi (81) + 8(0; 43, 1) Py (ca) ， 
(这 在 Dynkin 定理 中 包 以 更 一 般 的 情形 证 骨 )。 以 s(a) 表示 
s(aj G1) 02) ，3(4; a 01) 得 


sc -so s(a) —s(@) 


27(G) = Pa,an (8) Ts —sta) 27 (cz) 十 Sao) —s (Cw) Py (2) 


( 3) 一 ww) 一 1 
> 


因此 2v (ce) 是 凹 的 ,而 yy (4) = 一 py (4) 是 凸 的 。 

由 此 定理 可 以 决定 mr(e) 一 dqj(Q) /ds(q), 而 且 它 是 填 加 
画 数 。 / 

定理 3 若 JCJT', 剧 mw (4) 三 my(Q) 寺 常数， (4a€ 7). 

钙 明 ”与 上 定理 的 证 明 一 样 ,对 4EJ， 


SC9a) 一 0 s(@) —s(7) 、 
pr (0) =py (0) + 50 a0 P+ EEA 
若 关 于 8 让 故 


My (@) = My (a&) 十 常数 。 
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合 了 为 2 中 0 的 正则 区 于, s(z) 和 dm(o) 分 别 为 标准 尺度 
和 标准 测度 。 更 合 4/ 为 2 中 在 I 上 的 局 部 生成 算 子 。 证 肯 
eller 的 标准 形式 : 
A,= (D, D1)! (55.1) 
就 是 本 基 的 目的 。 
先 说 明 DnDi 的 定义 。 固 定 2， 象 普通 的 机 分 定义 一 样 ,定义 


+ f(s+e)—f(r) 
Dif (2)— lim 8 (£48)— 8 (2) ’ 
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十 ， n+ ol 
DnDif (0) = lim “7 eT 2 二 A 0 ) . 

要 下 此 定义 ,只 需 在 7 的 邻 域 定义 了 即 可 。 分 为 定义 于 开 区 交工 . 
的 图 数 , 如 对 所 有 的 ZET， 可 确定 上 面 的 DD?f(2), 且 对 z% 连 
重 , 其 定义 

" fEDI(D DD), (D, DD,F (2) = DDs fF (2). (56. 2) 
因此 , f 当然 必须 是 束 稿 的 。 (55.1) 肯定， 两 地 的 扣子 的 定义 城 本 
值 域 是 一 和 致 的 。 

引 理 s€E2D(4), HAs (2) 一 0， 

媳 明 因 0 可 以 看 作 连 绪 画 数 , 故 只 要 对 任意 5 谣 明 4A,s=0 
部 可 。 条 用 $ 红 定义 2 定义 4,。 会 5 的 邻 域 了 =(《 族 , js) 为 使 
7 CI 的 区 间 。 若 全 sw (2) =s(2;7a 放 ), 期 可 以 写成 s (2) 一 asy (2) 
十 B, 故 只 要 底 明 hpsjy 二 0。 由 Markof 性 ， 


76) 一 | Pr 5 dy)ss(y) +P (a ty oe (19) =j) 


-| P(t, 6b, dy) ss (y) +o(), 


了 | Pr b, dy)s (9) 一 5 =0(1)， 


Asy 一 0 


引 理 2 合 gb) 一 |”m(y)ds(y) (om 是 工 内 任 一 定点 , 则 


为 工 内 的 动 点 ) , 卓 gq€ DD(47) 且 hig (wv) = 
下 明 “与 引 理 工 一 样 , 对 bE 了 放 朋 4sg= 工 部 可 。 考 虑 的 
邻 域 7 ,JCT, 旭 对 ozE.7， 


池 一 oO) 十 常数 ， 
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故 9g(Cc) 二 gs(z) 十 as(z) 十 B. 由 前 引 理 , 4ss=0, 故 如 能 证 4oyv 一 1 
部 4opv= 一 1 旭 本 引 理 得 鞍 。 利 用 Marko 企 性 ， 


oo 办 一 | PC By dy) pr (+O FB sp 
一 | Ps, 3, dy)ps(y) + Pilt, 5, JT) 计生 
~ | Pj(t, 5, Ay) p(y) + (1—o()) ttt0(). 


3 PG 5, oy)ps W) —ps (5)} = —1+o) >—1. 
引 理 83 老 /ED(47), 且 41f(5)>0, 旭 在 #5 的 基 邻 域内 ， 
je) 关于 s(2) 是 册 的 。 
耳 明 ”因为 4ry 连 炽 而 且 41f(5) >0, 故 在 五 的 某 邻 域 了 上 
41f (wo)>0.。 在 小 内 任 取 二 点 wy aa, 双 定 出 ay, B 使 
fla) =as(m) 十 B， 1 一 工 ,2， 
草 只 要 通明 ,对 as 和 cz 和 ca， 
f (2) >asto) +B 
朗 可 。 因 为 9 (2) 三 f(z) 一 as(z) 一 6 是 过 种 而 数 , 帮 在 a:<z<as 上 
取 最 大 值 , 话 为 9 (4ao)， 当 wo= 中 或 os 时 ,上 式 (化 为 等 式 ) 戌 立 。 
著 go€ (41, 42) ， 关 因 yg(z) 在 co 取 极 大 值 ;, 故 41g (ao) 志 0, 从 而 
Af (a0) <adis(a0) + BAII=0. 
此 与 41f(2)>>0(2sE€J) 矛盾 。 
定理 1 车/ED(41), 旭 ED((D,D+))), 且 在 了 内 ， 
Arf= (DDI)rf, BM Asf=D,Dtf (2), ET. 
证 明 合 fED(4)) ,a~41f(5) ,并 合 
z g(o) =f (2) — (a—d) go) 
用 
Arg(b) =a— (a—d)1=6>0, 
故 在 的 某 邻 域 / -上 9 关于 * 是 凸 的 ， 因 而 Dig(e) 在 J 内 是 培 
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加 责 数 。 故 若 在 5 的 两 边 取 J 的 点 1， bs(bs>b>b), 则 


Dig (bs,) > Dig (61) ? 
因此 四 
Dif (82) — DIF D3) > (一 5) (na (Da —m(63)).. 
故 竺 D+F(5,) — D+ fF (0) 
+ 2) 一 1 
mb) 


由 此 得 


Dif(b+e)— Dtf(b—e) 
Hm me me >° 


同样 取 a 十 5 代替 a 一 8 就 可 证 lim。,s,4o <a。 因 此 
DD+f (8) = Af (0). 
因为 右边 关于 连续 , 故 得 (D,D1)1:f 了 (6) =41f (06)， 
上 定理 之 滋 为 
“定理 2 车 /ED((D,D?)), 则 fED(4D, 且 在 I 内 ， 
(DnDs)1f 一 4 . 
”征明 首先 定义 五 如 下 : 
bEI->L,f= DnDif 0), bE¢I>L,f= A,f. 
其 次 定义 工 为 


DL) ={f/ 对 所有 5, FEDCI)， 而 县 f 对 5E 刀 各 筑 


Lf(b)=L. 


车 fED(4), 有 旭 fED(47)， 履 由 上 定理 f ED DD, D})), 若 


5ET, 划 7E 色 (To)， 而且 
Lsf=DnDtf (0) 一 4F=4F(D)。 
若 5ET, 旧 由 .fED( 仿 得 fED(4,), 琢 fED(I), 而 


一 4,f 一 4f(5)。 因 为 Af (5) 关于 6 连续， 故 fE (ZL) ,而且 ZL 


一 Af。 故 了 >4。 “ 


和 
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其 次 证 (% 一 也 环 (%>0) 的 存在 。 为 此 , 只 要 从 w= Lv 得 出 
w 一 0 即 可 。 仓 祁 的 最 小 值 为 4(o)，, 试 让 44) 之 0. 若 aE€1, 期 在 
5 的 邻 域 上 Lu(2) DmDtu(2). 车 w(a) <0, 旭 LIw(a) <0, 故 在 
5 的 领域 上 DnDiw(lz) <0, 故 Diw(z) 下 降 ,， 一 wz) 关于 s(o) 为 
凸 。 因 此 一 wlz) 不 能 于 a 取 最 大 值 , 序 w(z) 不 能 于 4 取 最 小 值 ， 
这 与 假定 矛盾 , 即 有 wkc) 关 0. 其 aFE1, 其 Lula) 一 A 而 且 (4) 
最 小 , 故 由 4。 的 定义 得 4w>>0, 因此 wu(a) = 和 -+Lwu(e) >>0。 于 是 
无 论 如 何 w(%) 宇 0, 即 w 宇 0. 又 如 以 一 ww 代 久 就 得 ww 二 0, 故 v=0 

由 工 >4 得 (% 一 卫 ">> (一 4) 习 -B， 因 为 轧 的 定义 域 
的 全 体 是 瓦 , 故 从 一 站 于 = (一 4) 有 1 故 了 =4， 

仓 fED((D,DD) 1) ，5 为 的 任意 点 ,车 能 确定 4,f 并 且 襄 
明 它 关于 5 这 炽 , 妈 定理 证 完 。 能 在 了 的 任意 子 区 间 玉 = (ki, Bs) 
(KC7) 内 证 明 4,f 如 和 续 序 可 。 双 可 以 合 玉 的 端点 是 mn 的 连 生 点 。 
取 满 是 人 CJCJjcCI 的 区 到 J = (91， 72) 并 今 其 端点 也 是 m 的 建 
织 点 。 就 造 这 样 的 g 在 K 尺 上 与 了 相等 ,在 外 旭 为 0, 而且 使 
DDig (5b) 关于 5ETI 速 纺 。 如 能 这 样 造 , 则 9 属于 工 邹 4 的 定 
义 域 , 因而 469g 一 4g (5) 束 粮 于 5EJ， 因 在 玉 上 fg, 故 利用 
局 部 性 得 4,f 4og, 于 是 4，f ,5E KK 也 连 炽 。 剩 下 来 的 就 是 9 的 
构造 。 也 可 以 造 h 一 Lg 来 代替 g. 因 在 上 h=DaDif, 在 J 了 外 
一 0, 故 只 要 在 [ 放 , 加 1, [hs, js] .上 定义 它 。 信 说明 在 前 一 区 间 
上 如 何洁 法 ,由 于 “D 填 在 mn 的 速 种 点 上 的 速 向 性 "和 “DDih 的 
尝 积 性 ”, h 应 满足 的 到 要 条 件 是 : 

(0h) =h(j) =0, 
la(h) =h (hi) = DDt f(b), 


=|, hl dm lo) = DIF hs), 
及 (用 =| | joboa(oyds(W) 
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=| No) (s(h7) —s (0)) dm(o) =f(h). 


因为 C[ 入 ,如 .上 的 活 画 ,4, 1 44 显然 粳 性 无 关 , 说 这样 的 有 的 
离 存在 。 在 [ha, js] 上 也 是 如 此 。 于 是 定理 2 完全 得 证 。 


$ 56 一般 通 过 点 上 的 局 部 生成 算 子 


上 的 开 集 I 工 ， 若 能 与 实数 的 开 和 集 (ri， ra) 同 有 耳 ,区 简称 为 五 的 
开 区 间 。 6 称 为 开 区 骨 工 的 端点 ,就 是 指 {4}UI 与 件 开 区 间 [r1， 
73 儿 或 4 和 zi 93]) 同 且 。 在 这 个 拓扑 对 应 中 ，, c 当然 变换 到 71( 或 72)， 
-使 < 为 只 由 扩散 点 构成 的 开 区 关 工 的 端点 。 对 4 的 足够 小 的 
令 域 7 ， 如 有 
P( 对 0<f<7 名 中 之 ty, zDDE {OUD=1， (56.1) 
旧称 4 为 一 般 通 过 点 。 一 - 般 通 过 点 仅 限 于 它 是 一 准点 时 六 成 为 通 
对 点 (52) 。 
”在 运 过 点 的 左右 分 类 中 , 点 的 邻 域 同 腺 映射 于 实数 区 间 的 肌 
象 方式 与 方向 有 关 。 同 样 ,对 一 般 通 过 点 , 车 把 {fa} UIT 映射 于 
[ye) ， 就 是 一 般 右 通 过 点 ,而 映射 于 (ri1, 93] 时 ， 就 是 一 般 左 通 
过 点 。 久 后 仅 讨 蕉 一般 右 通过 点 。 
一 般 右 通 过 点 仍 有 可 能 是 套 点 , 洲 把 这 种 过 于 简单 的 情况 除 
外 , 取 4 的 充分 小 的 邻 域 口 , 其 除 (56. 儿 外 还 可 假定 
E(r?)<o, bED,. (656.2) 
最 把 ta UI 内 的 点 与 所 对 应 的 [ri, ra) 内 的 点 看 成 局 一 点 。 
因 接 近 六 的 点 位 于 UU 内, 放 使 [ri, 台 包含 于 了 内 的 的 上 确 界 
2 > 71， 
洪 对 多 过 6 过 m2, 个 
2 (6 一 百人 人 >) ， (56 .3) 
则 0<2(6 <co. 央 为 ceo) 当 0<t<zg2 时 常 处 于 [my ra) 内 ， 


--- 
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而 且 # 在 7? 的 附近 时 接近 于 民 , 故 存在 这 样 的 在 zo 人 一世 
Ot<L TH ”全 满足 这 种 关系 的 最 小 的 上 为 友 , 对 它 用 强 Markoff 
性 ,出 得 
PE) TBTH) 一 加 (rr 扩 ) 。 (56.4) 
因为 [ray r9) 是 一 维 扩散 点 的 集合 , 故 与 正如 点 的 情况 (8 54) 一样， 
可 以 证 明 po (8) = 如 (rz 多) 满足 z 
Apo=—1, 
故 得 
引 理 1 Am=1, (56.5) 
引 理 2 著 JEQ&(4r) ,TV 是 4 的 任意 邻 域 , 且 
Avf (1) >0, 
划 对 足够 小 的 6 (二 0)， 
: f Ef), rn<é<nte,. 
证 明 ”因为 4rf (m1) >>0, 故 对 足够 小 的 s， 
.Avf (E>0, ri<é<rit+e. 
因此 (6) 不 能 在 ri<é<rite 内 取 极 大 。 故 f(é) 在 一 1 的 某 
邻 域 (mseE< 六 二 3) 上 或 者 不 境 加 ,或 者 不 焉 少 。 如 是 前 一 情况 ， 
则 Ar1f 二 0, 即 4yf(71) 一 0 此 与 假 庙 了 矛盾。 
定理 1 著 JEQ(4r)， 则 
Avf lr) 一 me 


荆 明 ”车 合 4rj(m)=a， 则 9(&)=f(2) 一 (a-e)p(é)， 
1 过 $< 之 72 满足 gE€ 风 (As5) ,并 且 
: z Avg(ri1) =a— (a—8) :1=e>0., 
故 9 在 六 的 右边 增加 ,因而 
gO gm), ri<é<ritd, 
于 是 
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ae ni<ét<r+d, 
故 
lim 1 3 (1) sa, 
同样 


To f (€ ) —f (r 1) 
mg < 


£4r 
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售 工 - (riy 人 为 gm 的 的 正则 区 天，s 和 dm 分 别 为 其 标准 
尺度 与 标准 测度 。 取 了 的 子 区 闻 J = (， 知 ，7C7， 且 合 2 为 了 7 


内 的 任意 点 。 合 z 为 2 中 (2) 在 J 的 最 初 通过 时 间 。 易 见 六 的 


在 均值 有 限 ， 因 而 它 以 概率 了 为 有 限 的 。 zo (rp)) 就 是 方 或 和 
根据 这 两 种 情况 分 别 规 定 


T $e 一 TP ? T 名 "一 co 多 


或 
T=T TI 一 co， 


tO 过 oo 等 价 于 了 和 一 TD， 序 oo(rp) 一 六， 如 855 所 证 ， 


(Dop9r 7 D 
sg) =s(0; ja, 1) =P (tH <00), 而 且 
Ass (c) 一 0， | 4 
. 57 .2 
syJr(J 十 0) 一 0， 3 (7I3 一 0) 一 工 。 - ( | 


这 由 (67. 了) 及 sy(@) = (s(@) 一 (让)/G(ja) 一 s( 拉 )) 而 为 
显然 。 | : 
其 次 ,车 全 gr(a) = 吾 (zP) ， 风 如 8 54 所 济 ， 

Asp;(q) 一 一 |， (57.3) 
进而 还 可 证 明 z 
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pjitO)—p(ja—0)=0. (57.8") 
实际 上 , 因 放 是正 基点, 故 对 其 足够 小 的 邻 域 0, 得 ps (2) <s， 
rEUV. (pe (2) 一 万 (7z9) )。 取 一 充分 小 0 使 天 一 [7 力 TG CU ， 
对 zEK 有 
P12) 一 OK (2) 十 SCD; €, J1) PE) < 十 S4C; €, j1) P71(E). 
洲 介 2 一 71, 旧 3(2; 和 一 0。， 于 是 
2 (六 二 9 入 s， 故 2 (六 十 0) 一 
同样 
p72—0) =0., 
定理 1 sw 及 pj 分别 由 (57.2) 和 (57.8) , (57.31) 决定。 
征明 ”由 上 述 已 知 wy 及 pj 分 别 满足 这 些 条件 。 汉 由 (57 .1) 
和 Au=0 有 二 个 线性 独立 的 解 , 因而 由 让 可 知 解 
是 唯一 决定 的 。 
以 后 对 i 一 1, 2, 分 
pi dt， o) =P (tt? Ed, 
i Pa 办- | 9 (dt, 9) 一 瑟 (ero) 。 
定理 2 p1 是 . 
A = MP1， Pu (1+0) = 1, pi Sn (87. 4) 
的 唯一 解 ;同样 Pa 是 ， | i 
APs = NPas Pa a0) = 1 pa (i+0) =0 (57 :5D) 
的 唯一 解 。 
征明 ”考虑 pt。 如 前 , 全 
P(t, 0 dy) = Py (Lt) Edy, >D， 


pit+s, 0) =—|, Ps(s, a, dy) gCdts 9) 


east 一 | Piss 0 ow)| evips (ts 9) s+, 
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| e “gi (dt, a) -| P,(s, &,) dy) pu (9) ， 


但 

| e*gi (dt, 0) 一 Pin (@) 一 -| ep (at, &)， 

| epi (dt, a) < pi([0, 9 a) <P(r<s) =0(s). 

故 

ma) +og)=| PrGya dy) hrs (0). 
由 此 苹 待 

Aspix Es 和 Pa (@). 
加 能 用 明 右边 关 于 4 是 连续 的 , 划 郎 已 证 明 在 J 了 .上 
Aygin = 一 Xp、 


现在 ， 象 p94.(0) 定 义 于 J 上 一 痒 , 浴 定 义 于 另 一 区 天 KK 上 时 ， 
就 记 为 Pu.(5; 开 ) 。 依照 以 前 多 次 用 到 的 强 Markoff 性 的 证 法 , 当 
g<b 时 ， 
: 9 (6) = p10; 《c， j2) ) 9 (@) <pu (@). 
故 pu 单调 下 降 。 当 取 se<o<<2， 使 5，2 充分 接近 于 者 肯 证 
Pilb; 《cy Ja)) 二 1 一 8 
旧 得 证 Pu 的 速生 性 。 
pCb; a, 力 ) ) = B{e-r7iy; or 一 村 
>e™P (rt, oO (vy) = a) 
>e {PGRp<D) — Po (rR) 一 全 于。 
其 中 6 是 5 与 jy 之 并 的 成 。 : 
P(t) < E(w), 


; (68) 一 SC) 
忆 (cD (ER 71) 一 =&) ET 


取 。 的 充分 小 的 邻 域 凡人 使 百人 7) <3t 在 U 内 取 &, 8, £, 4 二 0c 二 


了 
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5 一 %, 使 6,5 极 其 接近 , 记 致 (660) 一 s(@))/(《s(8) 一 8(4)) < 因为 
Et) EET) <6t, 
故 
p10; (cy 和 )) 沁 et 人 1 一 23) ， 
取 # 足够 小 , 妈 上 式 右 沈 
> (3) (1-_25) >1—s (5- 号 )， 

故 得 证 py (c) 的 连 禹 性。 

剩 下 来 的 是 要 证 gu ( 方 +0) 一 1，9u(js 一 0) =0 以 及 唯一 性 。 
guw(c) 随 4 圳 加 而 焉 少 , 着 且 处 于 0 与 工 之 间 。 洲 在 访 的 左边 取 
bi, 在 04 与» 之 间 取 bs, 划 仿 .上 证 回炉 竹 一 样 可 得 

Pi 0) >o"{P (Rw < —P 2 (Tr) ~ ba)}. 
由 此 可 见 当 a 充分 接近 于 广 时 ,p14(@) >1 一 s， 故 px(J+0) =1， 
同样 gs (7 一 0) =1， 由 于 
pi (g) 十 Pa (dg) =B(e-:rw) <1, 
(一 0 <1—9%(js—0) =0， 即 gm( 关 一 0) =0. 

为 证 唯一 性 ， 只 要 由 4V 一 0，2( 二 0) 一 2(73 一 0) 一 0 推出 
w=0 邹 可 。 如 在 某 些 点 上 w>0, 区 在 了 内 取 正 的 最 大 值 ， 瑟 为 
2(o)， 则 4 不 0, 与 wo 入 0 下 盾 ， 故 ws0. 同样 证 明 w 宕 0， 
因 之 vu 三 0， 

定理 3 全 9,(4)= 恕 (e-*"?), 期 它 是 
Aps= hpi, P(N+0) =8,(js—0) =1 
的 唯一 解 。 
禾 明 ”由 上 定理 所 用 的 公式 
9; (a) =EB(e™*"? ) 一 pi (@) 十 Pa (cj) ， 
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.40 = -AP 十 .40 一 让 pi 十 入 pa = 六 Pa. 


p， (J1+0) = (N+0) 十 Pa (万 士 0) 一 十 ， 
(大 一 0) = Pir(js—0) 十 ga (js—0) =1. 
故 2 满足 定理 中 的 方程 及 边界 条 件 ， 解 的 唯一 性 评 明 与 上 定理 
”一 样 。 


§ 58 上 古典 扩散 过 程 


合 刀 为 实数 集合 Fr 或 其 区 并 [ra ra]， 信 oo 人 为 .上 的 
扩散 过 程 。 由 Ray 定理 ,有 
P{lzd(@ —éE |>e}/t-30 (>0),. 1 (58 .1) 
车 假定 : 人 
-lm 2 OE , 68.9) 


5 ~ lim BE{(2 (0 — 0's en -tla (58.8) 


对 革 s>0 存在 , 草 由 (58. 刁 ,对 所 有 的 s>0 都 存在 ;而 且 其 值 与 s 
无 闫 。 若 al 与 89 都 是 EE (ri ra) 的 连 炉 而 数 , 则 2 信人 
时 做 (一 (ri, ra]) 上 的 古典 扩散 过 程 或 区 olmogoroff 扩散 过 程 。 
利用 zc 0) 的 转移 概 李 已 (ca 吾 ) ,可 把 5( 约 ,5 (的 写 为 


a lm3)| ,WY-OP, ,dy), (58.2) 
pO lm 于 | Wp, é, dy). (68.8) 


ct 可 取 正 刍 值 ,但 2 (5) 0. 
例如 ,对 Wiener 过 程 , 求 得 a(€) ，0() 为 
«(8) =0, 5(8) -1, (58.4) 
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定理 1 知人 是 /= (71， 72) (rs 1<C9osSy3) 内 二 次 连续 可 
微 协 数 , 贡 EO(4) ， 而且 
4 一 (a() 号 向 ， 8 
耳 明 。” 因 -上 式 右 动 是 《的 圳 续 面 数 , 故 只 要 证 明 4:f 等 于 右 
边 序 可 。 对 EEY, 00,， 取 £>0 充分 小 ， 就 |y—€ < 而 论 ， 有 
ff OO yO + YE (ye 


| ,FWP, €, dy) -Ff (8 
-| FW FE)) Pl, €, dy) to 
-PC (y—é P(t, E, dy) 
十 OE ~ (ye) P(t, £, dy) po 


he 
= 让 (6) 0) tt ® #0) t+00), 
故 得 
Hm FW Pt, €, dy) jj) 
oOF Ot LE! (E+E. 
由 (58. 了 , 左边 与 。 无关, 故 右边 的 8 可 以 任意 小 ,因此 这 一 极限 
< + 之 六. 同样 取 下 极限 就 有 >ap' 十 坪 j .结果 得 FE 2(4t) 
而 且 4 一 aj (的 +-2 "(6). 
定理 2， 若 5 (的 >0, 划 攻 是 正则 点 。 
证 明 若是 右 通过 点 , 划 对 (40) 中 在 二 的 邻 域 / 上 增加 


的 画 数 / 有 4 0.， 但 若 在 《的 邻 域 上 定义 为 
f(2)= 一 一 8(2 一 上 >， 
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天 四 
(er 上 立国 一 e 一 65 
洲 合 6> (6 /1 介 ， 划 上 式 为 负 , 故 得 

Asf =Arf EO = (af +E 1°) (0 <0, 


而 发 生 政 盾 。 因 此 不 能 是 右 通 过 点 。 同 样 证 明 它 不 能 是 左 通过 点 。 
故 是 正副 扎 。 
现在 ,对 于 在 / 上 二 次 速生 可 微 的 夯 数 ,定义 算 子 Dv 为 


Df (O =a FO +TLISL "EO. 68.9) 


定理 3 者 在 7 上 5(6) >0, 则 | 

A,= D,. (B8 .7) 

征明 ”由 定理 1, 4 >77。 将 也 变形 得 
po 学 人 -和 


0 p/naen1_ 1 oa 1 a 
“Fe (é 四 -下 区 古 让 1 
b 


/ -i 二 / (0). (ae-| mu 一 人 ee) 
因为 4j= (DuD3)m 故 4u=0 的 全体 解 为 fpe+B，Dm -0 的 
公 体 解 为 {a 十 B81}， 由 于 41>Dy, 故 前 者 包含 后 者 。 因为 二 者 者 
是 二 杂 的 狠 性 空间 ,所 以 一 致 。 故 得 s=a+Ba。 其次, 车 合 


9= | Mids1 一 [me-rag, 
则 Dig=1; 故 41;9=1, 亦 郎 DnD+g=1 
q= |mast ys+6=B*|mdsi+ y'srt 0’, 


dr.. 1 m=y"+1 
MA de Bm+o', m=7Y THB. 
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放 可 以 考虑 nma，s=s1， 渤 ED(4D), 其 Du IF(6 束 
往 。 因 为 了 .oz 是 速 千 而 且 是 正 的 , 故 上 述 汗 粮 性 实际 上 就 表示 
(e-zj) 的 速生 性 。 故 ezf 是 加 种 可 微 的 。 由 于 (e-2) -一 e-? 2 ， 
故 e-2 是 连续 可 徽 的 ,从 而 了 也 如 此 , 序 了 是 一 坎 速 炬 可 微 的 。 故 
fED(D) ,于 是 4 与 刀 如 同 定义 域 一 起 是 一 致 的 。 


例 对 Wiener 过 程 ， 
Dj=F 0 DD 一 Ca(7)， 


3 de? 
由 上 迹 定 理 , 此 算 子 曾 4y。 今 了 = (ji ja) 为 有 限 区 闻 ; 且 倒 sy(z) 为 自 z 型 
发 先 到 达 右 端点 的 概 座 ; 剧 由 上 所 还 , sy (z) 是 
4.u=0, Uj) 一 工 wh)=0 
的 解 。 由 于 4y=Dy, 履 4ju=0 表示 =0, 序 wx 一 az 十 8 。 改 得 ， 
j1 


站 一 
sy (2) 一 一 一 一 。 
J3 一 包 


这 卖 示 x 就 是 标准 尺度 。 
又 Pj (z) = 加 (zy)) 是 
Am=—1, (1) =%(ja) =0 
的 解 。 由 4y4= 一 1, 即 风 = 一 2 得 w= 一 x2+ce+d; 由 4( 加 ) =w(jg) =0 定 
出 c; 9, 得 
4 一 (fa 一 2) (2 一 7T) ， 
标准 测度 dm 就 是 


a a . 
m= = pi=272, 故 dm = 2dx. 


若 要 求 上 节 中 定义 的 色 (+) 一 至 (e 7 ) ,只 要 解 


1 。 ， 
HM 一 Xu uj) 一 Mt(jo) 一 1 


得 
人 一 CEY32 直 Be-Y5K2 ? 


丽 ay B 由 2 一 4(ja) 二 1 决定 。 
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$ 59 关于 Feller 算 子 D,D: 的 端点 的 分 类 


更 时 放下 Markoff 过 程 的 概念 ,一般 地 假定 在 区 天 = (i， 
ra) 上 已 定义 连续 、 疾 义 增加 阔 数 sls) 与 右 过 和 续 声 加 画 数 m, 象 以 
前 一 样 ,定义 (DmD3)1, 并 称 之 为 eller 算 子 。 现 在 ,根据 DnDz 
把 了 的 端点 和 ,ya 分 为 四 种 : 正则 边界 (regular boundary)、 
流出 边界 (exit boundary) 、 流入 边界 (entrance boundary) 和 自 
然 边 界 (matural boundary)、。 为 此 首先 引入 下 面 的 数 : 
“a= | dames, m= | damty, 


Yr rrr 


oo= | amasy), po || woamw. 


3 ra> yw > 


0t<oo，H<ee 有 时 ，Y% 称 为 正 妈 ， 
at<co，H 一 coe 时 ， 7 称 为 流出 ， 
0 一 ce，Hi<ce 上 时， I4 称 为 流入， 
， 0 一 co 一 co 时 ,wi 称 为 自然 。 
01， M4 曼 与 7 的 选择 有 关 , 但 宅 们 是 有 限 的 或 无 限 的 却 与 此 选择 
无 关 , 因 而 上述 的 分 类 也 是 这 样 。 
这 种 分 类 的 概率 意义 留 在 以 后 讲 , 现 在 举 出 四 种 边界 的 例 。 


a2 
例 1 Dm Ds = = 一 (一 co eco) 期 人 一 2 3 一 0 故 
03 一 由 ax ay=|[ (Yy—?2)Ay= co? 
wm >H>> 1) 省 


wm> yi> rs 
故 c 是 自然 边界 ,同样 ，- “ 也 是 自然 边界 。 
例 2 若 合 DonDI= -全 1= (一 ce 0)， 则 一 ce 是 崩 然 边界 ，0 是 正 


学 本 
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出 边界 。 
例 3 设 D,Dt 二 4 om 人 I= (0,2) 
ny sx ‘Ax2 ? 机 2 /了 
/ 
a a? ad a 
-2 一 一 一 -一 -一 了 一》 
Az de? 90 vAx end 
改 1 | 1 
dm=2-2e adr, ds=erdx, 
因 在 0 处 有 
5 一 [ re seyar dy= 0%0, 
Cey<w<1 
一 工 1 
所 二 {| ye Yesayar< oo, 
Ucyepel 
故 0 是 流入 边界 。 易 证 2 是 正则 的 。 


a a2 
例 4 车 DDs = -rt ar? 《一 (0， cs) 其 4 是 流出 ， c 是 自然 。 


$ 60 章 次 方程 一 DD;)w 一 0 >0) 的 特 解 


为 方便 计 , 可 设 1 二 0 之 7s, 也 可 以 合 
m0—)=m(0+)=0, s(0)=0. 
这 齐 次 方程 的 遂 解 ,就 是 下 述 特 解 ee 和 e 的 底 性 组 合 。 
DaDieo =7eo, eo(0) =1, Dreo(0)=0, - (60.1) 
D, Dre=he, ei(0) =0, Die(0)=1, (60.2) 
为 求 6 与 ,只 须 解 下 刘 积 分 方程 


rfe 
eco (£2) = i+ | co (7) dm (n) ds (ED) ， 

因为 2Y<0 的 情形 类 似 , 故 只 就 >>0 时 来 您 述 求 e1(2) 的 方法 。 车 

全 


“ < 
ao =s0) 十 让, | a Wamln) ds . 


Propo ops lo) = | dp (ED) eps， 


人 
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避 ， 
(2 5 人 39 opDn) Dr1° "oDnmtn™ PD1° 02° 机 ODNnrne 
但 
(WP1°%3) oP3 一 Dio (Pa°ps) ,P12 — Dap 
未 必 股 了 江 。 
利用 巡 些 记号 ,上 述 积分 方程 可 写 为 : 

60 = 十 M66om08， (60.1") 
ois Neiomos, (60.2') 


利用 还 步 逼 近 法 ,形式 地 得 到 展 式 

eo0=1+ Mmost Nmosomos tN mosomosomo8+…, 

e@1~8-+- Nsomost Asonmosemos t+ Nsomosomosomost.…. 
如 能 证 明 这 些 展 式 收 和合, 即 得 上 述 二 方程 的 解 。 

CI 一 92008， 凡 一 So 和 ， 

上 和 所 述 的 cs 与 1 就 是 go (7a) ,4(73) , 因此 随 着 7 为 正则 、 流 
出 、 流 入 与 自然 边界 ,0o (7s) ， 凡 (73) 就 应 分 别 是 : 一 痢 都 有 限 ,只 和 ~ 
前 者 有 限 ,只 后 者 有 限 ,与 二 者 都 无 限 。 


由 数学 娄 业 法 得 
0 雪人 osomo8go…e0mo8(2) < 
(1) (2) (n) nt! | 
(1) (3) (1) nl 
故 so &1 的 级 数 收敛 ,而 且 有 
eo (2) <e*%), (60.3) 
@1 (2) <s (8) e+ (60.4) 
又 有 
60(2) >Nmos (8) 一 XGO) ， 《60.5) 


er (2) > 和 Asomos (rt)., (60.6) 
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现在 利用 这 些 不 等 式 来 研究 we(o) 在 7a 的 极限 。 
首先 注意 下 列 事实 
rs 劣 正和 天 ->m (rs) 之 co0，s (7132) <co， 
ra 为 流出 -> (rs) 一 00，8(72) 之 00， 
ya 为 流入 一 mi (ra) <coe，8 (ra) 一 00， 
ra 为 自然 一 m (ra) 和 co，s (73) 所 oo， 至少 有 一 个 为 co， 


因为 : 
CO (Ts) -| m(y)ds(y), 
所 以 


o (ya) >m(r2) (Sr3) 一 Sr2)) ， 
故 车 sra) 一 co co 有 好 c(ra) 一 co， 因此 当 7s 为 正 期， 流出 时 ，s(73) 
<co, 同样 ， 当空 为 正则 ， 流 大 时 ， (ra) 二 ce。 
叉 由 

pr 一 人 samg 


有 ra)<s(r (ra)。 流 出 时 s(ra)<co， ra) =<o. 故 得 
m (rz) = oo 。 同样 , 流 和 人 时 s (72) =co 茜 m(72) 与 8(72) 均 有 限 ， 
加 多 (72) ,Gg (72) 也 均 有 限 , 故 7， 为 正则 。 自 然 边界 时 ,m 和 中 
至 少 有 一 个 为 cc， 作 汶 %(73) 一 co， s (72) < 00, 县 7 为 自然 边民 
的 例 ,可 取 
rs=1, s(2) =2, m8) = (1—2)™. 
其 次 , 作为 m(72) 三 0， sr 一 9， 而 县 3 是 自然 边界 的 例 ， 
可 举 
1, es 四 二 (四 mr- 一 人 。 
最 后 ,如 分 四 


ra 一 co，S(2) =2, Mm(L) 一 2， 
如 得 到 jn (72) = co，8s(7a) 二 oo0, ya 是 自然 边界 的 例 。 
当 ys 为 正 即 或 流出 时 ， 由 (60.3~60.4), og raj ,5(72) 二 cc， 
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得 eo(73) 和 61(7s) 二 co。 当 ?3 为 流 和 人 或 自然 时 ,项 g(r3) 一 oo， 
故 由 (60.5) 得 


So (osy) 一 CO 


至 于 e1(%) Ud 由 (60.6) 有 
ei (2) >hsomos (2) = | | sam Cm ds(€) 
(站 | | dm ds(é) hs (7D) 0 (73) =00, 


其 次 , 为 求 Dse0o(2) ，Diei(2) ， 若 形式 地 微分 上 述 eo 与 '61 的 
展 式 , 得 ， 
Neo (®) = Am+ Nm osomt+ Nmosomosonm 十 …， 》 
YE (0 一 工 十 se 十 JsomoSsoq 十 … 
菩 能 证 此 式 在 工 内 为 广义 一 致 收敛 ， 划 得 证 这 等 式 上 成立。 诈 法 与 上 
列 eo，e 的 展 式 相同 。 而 且 Dse(rs) ,i 二 1, 2 
在 人 3 为 正则 或 流入 时 ,为 有 限 ， 
在 rs 为 流出 或 自然 时 ,为 无 限 。 
衣 月 也 与 er (7，) 的 证 朋 相 疗 。 


$ 61 齐 次 方程 一 DnDi)4 0 (>0) 的 一 般 解 


全 和 为 | 
MDDu=0 (>0 (61.1) 
的 两 个 任意 解 。 对 这 wy zz, 称 
W =W Gy, 3) = Di — Diva ul 

为 三 ，w 的 朗 斯 基 (Wronskian)， 

定理 1 人 米 与 xz 无 关 。 

引 理 1 分 避 2 为 有 界 变 六 砂 数 (function of bounded 
variation), 用 


dW) = dd = Vd udy, 


§ 61 齐 次 方程 -~ wDi)w=0《 和 >0) 的 一 般 解 i88 


(dw 是 对 应 于 的 有 符号 测 庆 (signed measure), w*(2) 一 ww2 寺 0) 
wa (2) =w {2—0)). 
这 引 理 由 
UD) DV Pi) — WPI) V (D1) 
= 2 (8 (VL) — UB) ) Fu D1) (VP) 一 CO-1) ) 
= VP) (VD) — LD) ) TUL) (VK) — VY (p11) ) 
而 明显 。 利 用 此 引 理 来 证 朋 本 节 定 理 1。 
dW = usd (Draw) + Diwdus— Wd (Dius) — Diwadu 
一 WeiQ9 + Dru Dusds— uNdm— DvDiuds=0, 
特别 , 求 前 地 中 6, eo 的 朗 斯 基 , 旭 得 
W (e1, 60) = W (ei, 60) (0) = (Dieéo— Dieo'e1) (0) 一 二 


.下 理 2 名 > 和 各 (2>0)， 


C1 
6_ Die _Wlhe,e) 工 
王 明 es Die erDre  eDies >0. 


引 理 3 2 随 z 增加 而 减少 。 


姓 明 Da -= -- -六 <0. 


引 理 4 和 随 zz 十 加 而 增加 。 l 
Ds :ea ) D, Dreo: Die,- — D,, Dire,. Dieo 
(Die)” 
AW (@i, 60) _ 入 0 
~、(Dre)? "Dre " 


姬 明 也 (了 


引 理 5 2 个 72 时 ， 
en Dieo _ 1 —>0 ( 当 3 不 是 正 姑 时) 9 


a 一 -一 一 -一 


e: -sel cu 61 一 20 人 ( 当 ”2 是 正 划 时 ) o 
有 了 这 些 准 备 后 , 试 在 齐 次 方程 61.1) 的 解 中 找 出 满足 二 
条 件 : 
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(A) uw>0,， 

(B) wy (z 个 时 ) 
的 解 。 由 (A) 得 %(0) 0, 故 求 出 w(0) =1 的 解 后 ,再 乘 以 正 的 倍 
数 印 可 。 也 就 是 要 求 形 为 

Ye 
的 解 。 由 条 件 (A ， 
Y<eo/e: (2>0) 
是 必要 的 。 又 由 (B) 得 Diw<0, 故 
y>Dieo/Die: (2>0) 

是 必要 的 。 由 上 述 引 理 ， 


slim@, y=lim Deeo 


存在 而且? 满足 


反之 ,对 如 此 的 7, 分 
W— to ‘Ye, 
几 在 z>0 时 ,满足 (A) ，(B) . 至 于 在 2z<0 时 ,只 要 对 2<0 考察 
Coy Ci 的 展 式 就 可 看 出 : eo， 一 所 莉 恒 为 正 ， 而 且 是 减少 覆 数 。 烷 
合 上 述 序 得 
定理 2 齐 次 方程 的 正 而 且 下 降 的 解 ， 在 w(0) =1 的 条 件 下 ， 
由 
好 王 60 一 了 6E1 
葵 出。 这 里 > 是 y 与 了 之 癌 的 任意 正 数 。 若 ma 正则, 则 ?< 世故 所 
求 的 解 有 无 数 个 , 移 处 在 一 6o 一 61 与 w=60— ?el 之 圈 。 在 其 他 
场合 ， 7 三 ?7， 故 人 是 瞧 一 的 。 
其 次 ,研究 么 在 7。 上 的 值 。 洪 7 为 正则 , 则 


Di eo (rs) , er- 工 
Diei (73) 和 3 Dies (73a) 


ra] =e0 C72) 一 
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u (ra) =60(72) — £0 ra el(r3) =0, 


对 流出 ; 子 有 & Ya) =0, 
对 流 人 ,出 


&w (ya) 一 lima (2) 一 De (72) 6 | 


<lim{o (2) 一 i a 251 (©) |- 
双 对 充分 大 的 7， 

ulrs) + a>e0(®) ~—Deee (ra)e Co), 
其 次 对 充分 大 的 y， 


u(r3) + 28>60 (8) 一 De el (2) 。 


Dre (93) 


知 y>2,， 草 


>e1(y) 一 的 e1(Y) 


(为 D! {ew) — -Tee (o) | 


-| De) ~ Re} pelo >0). 


故 ， 
ww (Tra) 十 2c > Drortwy tw) 3 
因而 
1 
& (ra) > Dro (ray » 
这 样 就 有 


vw (ra) 一 也 (72)° 
对 自然 边界 ， 上 式 虽 也 成 立 ;但 因 Diei(72) = 二 00, 故 (rs) 一 0. 
用 邮 样 方法 也 可 求 得 Diw (ra) , 概括 起 来 就 得 


可 
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定理 3 定理 2 的 v 及 其 Diw 在 "rs 上 的 极限 值 是 
0 ( 当 六 为 流出 或 自然 ;为 正 即 时 ,期 一 0)， 
2 (Y3) = 1 
0 ( 当 辣 为 尝 入 ;为 正则 时 ,划一 pa) 
0 ( 当 7s 为 流入 或 自然 ;为 正剧 时 ,有 Dj 一 0) ， 
D Was ) 一 1 
ei 2 ( 当 “3 为 辛 出 ;为 正如 时 ， 其 Ds v= ~ C1 paren) ” 


因为 此 v 与 oo 是 线性 独立 的 , 故 任意 的 解 是 这 一 解 的 线 性 组 
合 ax 十 Beo 。 因为 (72) ，Dsew(73) 都 有 限 , 故 车 au 十 Beo 为 ce ， 
于 未 这 是 来 目 eo。 故 得 
定理 4 上 述 宇 以 外 的 解 ? 为 
2 人 ra) | 之 oo (正则 ,流出 )， = 一 co (流入 ,自然 )， 
Dsv(r73) | 二 o ( 正 旭 , 流 大 )，=co (流出 ,自然 )。 


$ 62 非 齐 次 方程 (入 一 D,,D:)g =f (>-0) 的 解 


上 节 中 求 出 的 齐 次 方程 的 解 入 是 下 的 ,下 降 的 ,而 且 在 ra .上 ， 
w 和 Diw 都 有 有 限 的 极限 值 。 把 它 记 为 避 (2) -ws(8; 和 )， 同 理 ， 
正 的 上 升 解 : wi (2) 二 wi (2; 入 ) 也 存在 ， 而 且 在 71. 上 有 同样 的 极 
限 值 。 

如 .上 节 所 述 , 克 = 矿 Qu, wz) 是 常数 ,车 考虑 人 V(0)， 就 知 
W>0, 故 如 以 适当 的 正 因 子 乘 2， 就 可 使 六 = 二 


若 合 
四 oo 人 1DEY<Yr, 
K (vw, y) =K(2,y; i mso<ra，， 
出 天 关于 二 变数 ", 9 为 速 夭 且 对 称 。 又 下 0 是 显然 的 。 
其 次 ,为 求 非 齐 次 方程 : 
DD)g=f (>0) (62.1) 


$ 62 大 齐 次 方程 入 一 DmD+)g 一 / (>0) 的 解 189 
的 特 解 go0， 证 
go) =—E:f 0) -| KG, Df OWAam(). 


此 处 假定 三 有 界 、 圳 和 锚 , go(z) 有 意义 ( 序 上 述 积 分 是 确定 的 ) ,而 且 
go(z) 关于 的 速 秆 性 可 由 次 式 看 出 : 
go = 人 | fF) u(y) dm (oy) 


rs 


二 v1 (2) | ,0 f(y) us YW am Y) 


2 


re 


= fa w+ ,fa W), 


此 处 wt 表 Diw. . 
既然 ,积分 算 子 KK 的 意义 已 经 确定 , 它 显 然 是 正 的 ,而 且 是 线 
其 次 , 为 了 诈 明 % 满足 (62.1), 利用 上 节 的 引 理 61.1, 就 得 


dgo=dus | Ff Oi (W) dm (9) ua (0) Ff (0) us (0) dm 


tau | f(a) dm(y) 一 四 fei 人 oem 
=du | OO)amO 二 | FD us) dm (y) , 

Digo= Dt)” f (Da Wam(W) + Dr Ff (Wu dm ly). 

再 一 次 进行 同样 的 计算 ,并 利用 4 一 DDiw 就 得 。 
DDi go 一 入 0o 一 卫 。 
人 人 2 中 之 一 -或 二 漠 为 正 妈 边界 时 ,对 [4 BY 2 3 Vs 有 无 限 多 - 

个 , 故 玉 的 选 法 有 无 数 个 ,因而 go 也 有 无 数 个 ,但 其 中 任何 一 个 
都 有 上 述 性 质 。 
”研究 go 在 两 端 上 的 极限 值 , 旭 得 下 面 的 定理 ,应 写 为 go (ra 一) 
的 记 为 go(72)。 
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定理 1 
(i) 车 7s 为 正则 , 则 gr) = 人 ra | fudm, 


9 (93) = wt (ra) | fugm , 
( 主 ) 若 9 为 流出 ， 则 9 (ra) 一 0 . 
《iii) 若 as 为 流 和 人 ， 风 9(73) 一 do 人 ra) | fudm, g*(r3) 一 0。 
(ir) 洲 和 为 自然 ， 即 (r) 存在 时 ,g(r3) 也 存在 ,是 
9g(ra) 一 ra) /入 。 
三 明 (i) 是 明显 的 , (i) 也 容易 让 明 。 为 证 (ii) ，(iv) 期 需要 
技 马 。 此 地 只 证 ( 动 ， 至 于 (iv) 可 同样 证 明 。 
由 于 
19g(o)| 和 (EK:1) (wsupl flo) 1， 


放 只 要 钱 角 (二 (2) ->0 (c->ra) 即 可 。 
和 (ED 四 下 ut rmto) ad 
= (Out 0) ~ (0) 一 周二 三 全 [人 一 三 人 


=w(o)ut (0) +oGD 一 三 人 | ~) d+o(D) 


< 一 过 四 | 时 ds+o(D) (因为 - 周 了 直人) 
=—t (2) (w (73) —u1 (2 ) 二 
例 设 I=(~co, co)，DuDt= 训 - 生 rr。 则 一 coyoo 都 是 自 
然 边 界 , 故 二， 除 常数 因子 外 唯一 确定 。 解 


1 ga» 
于 高 一 Nh， ww >0, uz 个， Way, 


面 得 


二 ev2ja， Ws 二 ev“is 
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因为 WW (Ca vs) ~—2、\’2h, 大 营 坟 uw/ 2、 2 代替 由， 则 得 W=1, 


K =-- ] 一 捷 


加 为 3 一 2 922 一 22， 厂 
Ff- | Ty 


一 3 一 纠 
湖 


§ 63 z(t) 请 量 在 正则 区 倍 上 的 爷 布 


至 令 为 止 ,只 研究 了 Feller 算 子 DuDr 的 解析 性 质 , 现 在 再 来 
研究 原来 的 问题 。 合 2 中 G) 为 在 紧 致 的 (compaci) 距离 空间 RR 上 
变动 的 Marko 任 对 程 ,分 BR 的 开 集 了 为 正则 区 二。 也 就 是 襄 , 介 了 
与 实数 区 加 (71, ra) 同 胚 , 了 的 各 点 不 仅 是 扩散 点 ,而 且 还 是 正则 
点 。 前 已 说 过 , 在 了 上 存在 标准 尺度 s 和 标准 测度 dm, 使 

Ai= (D,.Di)I., (83 .1) 

象 以 前 一 样 , 把 工 的 点 与 (my, 7，) 的 点 同样 看 待 。 以 Pi(t， 
&, 三 ) 表 从 了 的 点 & 出 发 未 跑 出 了 而 经 t 时 尼 到 达 召 的 概率 。 若 
会 TP 为 2 跑 出 了 工 的 最 初时 间 ,其 

万 (人 E 奋 ) 一 D{2 (0) EB, 7TH. (63 .2) 
当 WO<co 时 ，zo) (rpP) 不 属于 了 工本 身 , 而 属于 了 在 忌 中 的 边界 
点 上 , 但 对 任意 3>0，z9 (r 信 一 3) 划 属 于 工 而 且 由 于 人 的 
样本 过 程 过 和 续 , 故 ze (7 一 0) 确定 而 且 等 于 1 或 7,?， 合 克 ? 
“TO(T) ,在 vO<o0 并 且 2 和 (5 一 0) =71 时 等 于 7 从 ,在 其 他 情 
形 妈 等 于 ceo。 同样 利用 ?3 来 定义 5 一 T50(T) 、7 耻 就 是 2 中 
从 7 这 边 跑 出 了 的 时 间 。 zf 的 分 布 记 为 gs(di, 6)， 

不 求 P(t 2 加) , pu(di,&) 而 计算 它们 的 Laplace 变换 


Rj,(%, 2, E) = J ep 2z, E)dt, (63.3) 
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各 名 -| gi(dt, 6),. (63.4) 


”本 节 的 目的 就 是 说 明 下 面 的 一 些 定理 。 : 
定理 1 利用 上 节 的 Wi (€) ， 4 一 十 ， 2， 及 KK; 就 得 


Ri 2, B)=—| Ks, Ym(dy), (83.5) 
六 oe 2 (€) _ Ui» Ui (DD 
9 (é) 2a (TF1) ) ? Pa; (£) Wx wx (Ta)° (63 。 6) 


但 车 7 为 正则 边界 时 , wu (8) 应 取 为 ww(E) ， 名 uy(w) =0 的 解 ， 
而 天:(z，%) 划 由 此 等 解构 成 。 
在 (63.6) 中 ;车 如) waxri) 一 ce， 划 pia€)= 0, 序 已 (< 入 一 co) 
一 工 ， 这 和 求 示 不 能 达到 71， 若 War(7D <co， 则 p11 (€) >0, 有 
P(rw?<o0) >0, 而 表示 有 和 到达 的 可 能 性 。 因 此 得 

定理 2 在 有 限时 加 内 可 能 到 达 正 则 边界 与 流出 边 肛 , 但 在 有 
限时 则 内 不 能 到 达 流 入 边界 和 自然 边界 。 
”分 证 定理 1。 人 先 在 了 内 取 区 加 了 = (入 , j))(CD, 而 对 J 
证 明定 理 。 对 了 条 用 杞 (0 2, 蔬 )，K,(z, 937) pildt, 8, J), 
ps (€; J), Wr(€; ) 等 记号 。 如 前 一 样 ， 利 用 噶 Markoff 性 ， 对 
fEC(R) 得 


Bf (0)— Rf lo) tO Boe, DBD (63.77 
因为 (2; J) 是 (A 一 47) w= 二 0,w( 话 ) =1,， (ja) =0 的 解 , 故 由 
AJ,= CD,Ds) J 得 


Dp _ Uar(€; 7 ) “| 
同 理 


人 ri (€; J ) : 
par (T, ) CT (63.9) 


:因而 
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Rf 0) = Rf (0) tu (E; 7) Baf ja) 
。 V1 ( 93; J ) 


二 ts 全 人 (63.10) 


另 方 面 ,又 因 RB,f 满 是 (一 4) Bf=f, 显然 在 了 内 有 (二 47) 已 
ff， 由 4 (DD;), 且 用 前 节 的 结果 ,就 有 
R,f (oO = Kf (8) -上 ca) +o 2; J), TE, 


因为 了 的 两 端 是 正则 边界 , 故 
Kf (0 一 0， Wr (43 J ) 一 0，% 二 1, 2， 
因而 
so Bf(j) Bf(j) 


Cc = 
wa (3; J ? War (N15) ” 


故 
Rf (2) = Kf (0) + a (a) > (2; 7) 
Rf . 
ar 人 J). (63.11) 
比较 (63.10) 与 (63.11) 得 四 
Rnf(w) = Kyf(s), DEV ， (63.12) 


因 任 意 在 / 上 如 和 续 的 画 数 和 都 可 推广 为 召 全 体 上 的 速 续 夯 数 , 故 
(63 .12) 对 所 有 的 EC ) 成 并 ,因此 得 
Rj,(N\; 2, dy) = KM, 2, Y) dm 09) 
-人 Tu YT mY jvY 人 Ej, 
War DS ST UY TI UM YY YETEYa. 
甘 合 J 人 了， 朋 ] TO 个 了， 而 县 由 


Rf (EO) =H | orf (el0)) 


故 Rf ETRE), ui (8; ) ,Va (2; J ) 的 选择 虽 只 有 常数 因 
子 的 自由 度 , 但 当 v 人 了 工时 ,可 以 分 别 使 之 接近 于 wa (2) 和 wor(2)， 
因 丝 ， Kf (Ee)—>K,Ff (0), 并 得 R= Kr, 故 竺 (63.5) . 至 于 
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po (| 当 了 个 工时 ， 先 他 73 个 92， 人 基 吻 由 (63. 8~ 
63.9) 推 出 (63.6)。 
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条 用 上 池 的 记号 。 因 为 工 与 (ma ys) 同 胚 ; 故 对 于 无 论 多 人 么 接 

近 于 7 的 实数 , 都 有 对 应 的 工 点 , 但 对 六 本身 就 没有 对 应 的 点 。 

车 有 限 , 旭 2(7 人 9) 是 了 在 有 R 的 边界 点 。 车 合 5 为 了 的 边界 上 
的 一 点 , 划 存 在 逼近 于 的 工 的 点 列 5,。 对 应 于 5, 的 实数 (5 的 
坐标 ) 银 列 以 mys 中 之 一 或 二 者 作为 极限 点 。 因 此 可 以 假定 以 二 
者 之 一 作为 极限 点 。 著 5 以 作为 极限 点 ,就 说 2 对 应 于 rv 
一 点 5 可 能 对 应 于 miy ra 双方 , 又 不 同 的 5 与 5' 也 可 能 对 应 于 同 
一 7 后 者 仅 当 7: 是 自然 边界 时 才 有 可 能 (时 本 节 定 理 1) 。 今 车 合 
b 与 5' 对 应 于 ?1 朋 得 5.5， 54 一 >0'，5, (Ds 的 坐标 ) 一 ra 一 ri 。 
如 前 车 所 述 ,在 工 内 有 
Rf=K,ft+cm -cs 。 
当 9 为 流入 时 ,有 则 妇 (ra 十 ) 一 ce， 故 为 全 上 式 成 立 就 要 cs 二 0， 因 
为 下 ;f(r 十 ) 存在 ;而且 Wri 十 )=0, 所 以 

R,f(8) —lim Rf (b,) 一 lm Kf (Bn) = Kf (rt). 

辣 理 , Bf(5) 一 区 ,f(y 十 ) 一 Rf(6) ,由 和 BJ->f 得 7 一 7 
因为 f 是 C(R) 中 任意 的 元 , 故 得 5=5。 又 xi 为 流出 或 正 姑 时 ， 
wa 人 ri 十 ) 也 有 限 地 确定 , 故 如 上 一 样 得 5=8'。 从 而 有 
定理 1 车 7 不 是 自然 边界 , 则 对 应 于 ,的 了 的 边界 点 只 有 
一 个 。 
(i) 研究 z(t) 在 对 应 于 自然 边界 的 边界 点 上 的 行动 。 分 
”1 为 自然 边界 ,那么 与 此 对 应 的 边界 点 一 般 地 有 许多 个 ,并且 构成 
访 的 阳 子 和 集 玉 ， 又 从 卫 出 发 的 wz00 恒 入 关闭 在 到 内 。 为 此 ， 
考虑 在 下 的 邻 域 品 上 为 0 的 R. 上 的 巡 种 画 数 f, 旭 / 在 I 上 的 
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71 的 邻 域 上 为 0， 故 让 (和 一 ) 存在 而 且 当 然 为 0, 于 是 Bf (ri 一 ) 
一 ra 一) /入 一 0. 因而 得 BR,f(@) 一 0, a€ ,人 舍 若 取 了 在 下 上 为 
0, 在 U 外 为 1, 在 UU 一 了 上 居 位 了 于 0, 二 之 问 , 基 


R, f(a) > 上 e*#P(lt, a, Uat. 


因为 左边 为 0, 故 P(t,a,00) 二 0, 亦 朗 PaD) 一 TI 分 UV 了， 
就 得 Pl,a, FF)=1, 
因为 2 0) 连 米 , 故 
PO EF, Ot<o)=1, CE 了 

特别 ,车 下 是 一 点 , 则 此 点 喜 是 套 点 。 一 般 从 的 点 出 发 ,在 有 限 
时 间 内 不 可 能 到 达 卫 。 

( 蔓 ) 流出 边界 上 的 状态 。 全 入 为 流出 边界 。 因为 对 应 于 个 
的 边界 仅 有 一 个 ， 故 也 用 六 故 示 。 洪 取 7 的 邻 域 U 而 且 考 处 其 
边界 , 划 得 工 内 的 一 点 人 及 不 在 I 工 中 的 阴 和 集 C。 从 UU 中 的 一 点 
a 出 发 ,在 和 到达 CG 以 前 先 到 达 ri 的 时 间 介 为 5 中, 者 这 种 情况 不 发 
生 , 剧 介 7T =co。 分 

U (ec) = Ete*"™}, 


泌 4 处 于 7, 71) 内， 出 
(%— DD, DH)U 0, 
U (7) =1, 
若 71<2<y 达 m4 莽 U (w%) < UY). 
故 得 


Ur) V0) = (mse. 


车 i 为 流出 边界 ,天 4,(2) 一 0 (2g->m)。 故 得 U(r1) 一 0。 这 玫 
示 若 从 六 出 发 ,天 不 能 自 "1 这 边 进入 了 内 。 和 如 前 所 述 , 从 了 这 边 
到 达 ” 是 可 能 的 。 这 就 是 所 以 称 7 为 流出 边界 的 理由 。 

(iii) 考虑 流入 边界 。 早 已 看 到 从 工 这 边 不 能 和 到达 流 人 边 春 。 
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对 应 于 流入 边界 的 了 在 RR 上 的 边界 点 只 有 一 个 ,也 以 表示 。 
车 如 在 BR 内 为 2 中 的 扩散 点 , 剧 自 "出 发 立 邹 进 入 了 ,然后 从 
7 这 边 就 不 能 到 达 r+ 。 这 就 是 所 以 称 为 流入 边界 的 原因 。 

首先 证 明 7 不 是 套 点 。 取 在 忆 上 的 连续 画 数 户 合 j>0， 
f (ri) 一 0， f(r2) 二 1] (72 是 了 内 的 一 点 )。 当 Ti1<@< ry 时 ， 

Rf (0) >pa (0) RF re), 
这 里 pa(q) 是 对 区 间 (ri 7 外 而 取 的 。 故 它 等 于 waa(75) /uaa), 而 
且 当 ea 一 li 时 通 近 于 wr《72) /Ur《71)。 故 得 
Bf (ey) > ‘Rf (lr)). 

车 六 是 套 点 , 则 左边 等 于 Jra) /入 一 0, 但 由 和 BR) 一 Fr =1 
可 以 推 知 ,对 足够 大 的 入 右边 是 正 的 。 于 是 得 出 矛盾 , 故 六 不 是 套 
点 。 进 一 步 还 可 能 明 从 六 出 发 一 定 立 印 进 入 工 内 ,但 因 放 明 复 
杂 , 故 从 略 。 由 此 可 知 和 是 一 般 右 通过 点 。 

今 研究 在 六 上 的 生成 算 子 。 取 7 的 充分 小 的 令 域 U, 使 
2o ( 昌 一 吾 (z 扩 ) <<co， 车 以 7(&) 表 从 和 到 达 二 的 最 初时 间 ,基因 
_71 是 通过 点 , 故 要 跑 出 了 , 就 必须 通过 &, 因而 7(6) 天 硝 2。 若 合 
2(6) =B(7(E)), M9 ; 

polr1) =P(E) 十 0D (€). 
但 由 Dynkin 定理 ， 
Ampu t=-1 (J=IND. 

故 4jpv(&) =1， 亦 即 DDip(&) =1。 由 此 得 


pz 全 一 | ma 人 Ge) 二 ae 人) 十 


此 处 &6 是 比 & 小 的 任意 常数 。 车 取 名 一 0,， 则 上 面 的 积分 发 散 , 因 
而 不 方便 。 4, 2 与 so 有 关 , 只 有 在 “>6 时 上 式 才 公 当 。 将 上 式 
变形 为 
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p=| (0) —s(0)) dams) +os(€) +d, 
期 它 不 含 5&o， 而 且 醒 成 立 。 因为 0(ra) =0， 故 不 得 不 有 cd 一 0 
(注意 sl71) = 一 ceo)， 于 是 得 
p 人 -| GeG 一 so))am(o)， 
因而 由 8 56 的 定理 1， 
”Af -lim OT 
GD ~s (0)) dm (oe) 
(iv》 在 正 荐 边界 m1 上 的 行动 有 好 儿 种 不 同 的 可 能 性 , 它 相 应 
于 在 十 则 边界 上 选择 wi (2) 的 多 样 性 。 这 里 考虑 这 样 的 情况 : 7 
在 内 也 是 端点 ,而且 ”的 邻 域 只 是 六 或 只 是 了 上 的 后。 这 时 
;或 者 是 套 点 ,或 者 是 一 般 右 通过 点 。 若是 套 点 , 旭 忆 fra) = 
FA， 故 
R,f (1) -= K, f(z)+ Van (£2) , (ri) 十 - 42 人) . Rf (rs) 。 


wr(T1) 和 ax (72) 


若是 一 般 右 通过 点 , 划 与 Gii) 同样 求 2(5) 而 得 
28) =| on +oOds(o). 
因为 mn(2) 的 决定 有 -一 附加 常数 的 选择 自由 , 故 可 合 o= 0 以 使 
p=| ma， 
因为 P(E) 《， 故 mm(o) >0。 也 就 是 


m (3) 之 0， 
而 且 


A, f= lim -大 (一 一 (ri) 
的 [ m(m ds(p) 


车 /了 不 但 属于 之 (41), 而 且 属 于 之 (40) ,这 里 0U 是 六 的 邻 域 , 则 
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é>r1, 而 有 FED((DnDI) ,Y=U( HH， 枚 得 


站 一 lm Cf 
MD Te mE 


若 m(71) 一 0， 则 
Dif (ry 一 0. 
这 时 做 反射 嫩 (refiecting barrier) 的 边界 条 件 。 
车 mw(72) >>0, 则 由 4yf (2) 的 连续 性 得 


Ds f (71) 二 
mr DD 7 (71). 


这 叫做 莹 滔 化 了 的 反射 壁 的 边界 条 件 , 是 由 Feller 最 先 引 进 的 。 
车 考察 上 述 边 界 条 件 的 构 率 意义 , 旭 会 发 现 许多 有 趣 的 阅 题 。 


后 计 
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对 本 书 各 章 附 加 襄 明 如 下 : 

第 1 章 、 这 一 章 叙述 了 构 率 论 的 基本 概念 。 要 把 构 论 论 构 成 为 一 门 数 
学 ,最 适合 的 方法 是 及 olmogoroff 的 测度 方法 。 本 书 就 是 根据 这 个 观 辟 狗 述 
的 。 但 是 要 善于 在 实际 问题 中 加 以 应 用 , 那 就 必须 充分 理解 其 直观 背景 。 从 
这 个 角度 来 看 ,上 列 Feller 的 书 值得 推荐 。 

对 于 及 olmogoroff 的 测 弃 方 法 的 菇 本 构 仿 ， 肛 olmogorot 的 书 和 上 列 河 
田 和 敬 义 的 书 都 可 参考 。 由 于 这 两 本 书 都 没有 群 各 地 窒 及 随机 过 程 的 样 本 过 
程 ， 为 此 有 必要 导入 Doob 的 可 分 性 。Doob 原先 发 表 的 论 交 ,观点 稍为 不 彻 
底 ; 而 且 史 梁 难 让 ;但 上 列 Doob 的 书 巳 释 过 整理 ,有 详尽 的 阅 述 。- 

第 2 章 本 章 着 重 肝 论 时 间 参 数 为 束 秆 的 情形 (可 加 过 程 )。 对 于 参数 
为 离散 的 精 形 (可 加 序列 ) ,所 计 论 的 仅 限 于 研究 可 加 过 程 所 适 要 的 范 团 之 
办, 例如 大 数 法 则 ,中 心 极 限定 理 , 重 对 数 定理 等 都 省 路 ,关于 这 方面 , 可 参 
考 上 述 国 泽 清 典 的 书 。 男 外 , 钟 开 策 (K. 二 Chung) 由 俄 文 原本 说 成 炎 文 的 
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下 列 书 中 也 有 很 好 的 阐述 。 


Gnedenko-Rolniogoroff: Limit distribution for sums of independent 
random variables (Moscow-Leningrad, 1949)@. 

对 于 可 加 过 程 , 上 列 P. Lévy 的 [和 [3] 内 容 最 为 丰富 。 但 是 读 起 来 想 
当 困 难 ; 其 中 的 基本 部 分 ;在 上 列 Doob 及 伊 说 清 的 书 内 ,都 根据 Kolmogoro 症 
的 驶 点 进行 了 整理 ,比较 容易 理解 。 

第 3 章 ”本章 令 述 了 平稳 过 程 的 基本 事项 ;不 过 略 去 了 Wiener-Kolmo- 
8orolf 内 择 ， 外 推 ， 以 及 Grenandey 的 参数 估计 等 项 目 。 这 将 在 本 丛书 的 
河田 龙 夫 著 “ 确 率 过 程 的 应 用 ”中 玖 述 , 贿 浇 放 献 有 

上 列 Doob 书 的 12 章 。 

N. Wiener: Extrapolation, interpolation and smoothine of stationary 
time series, 1949. 

A. Kolhnogoroff: Interpolation und Extrapolation in stationiren 
Zufilligen Folgen, Bull. Acad. Sei. U.®.8., BR. Ser. Math., $, 1941., 

U. Grenander: Stochastie processes and statistical inference, Arkiv. 
for Mat., 4, 1950. 

另外 ,对 于 本 章 提 到 而 不 加 以 言明 的 调和 分 析 , 可 贿 看 

N. Wiener: Generalized harfnaonie analysis，Aeta. .Math., 55, 1930. 

第 4 章 及 第 5 塞 ”这 两 章 的 主题 限制 于 对 时 间 为 齐 次 的 Markoft 过程， 
并 简 称 为 Markoff 过 程 ， 理 由 是 仅 有 这 种 情形 寺 有 完整 的 理 葵 ， 但 这 里 也 
并 未 罗列 所 有 的 项 目 。 第 4 章 仅 讲 一些 基本 的 千 果 ， 第 5 章 关 于 扩散 , 添上 
Dynkin 方法 ， 人 介绍 了 Feller 的 最 新 理论 。 至 于 Markof 过 程 的 汤 历 
(ergodic) 性 ,由 于 已 私有 了 很 多 的 研究 ,受到 篇 幅 上 的 限制 只 好 割爱 。 

记载 古典 畏 果 的 文献 有 

M. Fréchet: Recherehes théoriques mnodernes sur le caleul des 
probabilités, second livre, methode des funetions arbijtraires, théorie des 
événement en chain dans le eas diun nombre fini gq’états possibles, Paris, 
1938. 

如 标题 所 示 ， 这 书 仅 认 述 有 限 个 状态 的 Markof 过 程 。 关 于 可 数 个 状 
态 的 Markof 过 程 , 创 始 期 的 著作 是 和 


@@ 有 中 询 本 : 相互 独立 随机 变数 和 的 极限 分 布 , 王 寿 仁 鞠 ,科学 出 版 入 .一 校 
者 注 
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P. Lévy: Systems markoviens et stationaires. Cas dénombrable Ann. 
Sei. Peole Norm. Snp., 68, 195]1. 

最 近 钟 开 策 发 表 了 很 多 使 这 方面 问题 进一步 精密 化 的 研究 成 果 。 这 方面 
的 日 文 欢 考 读 物 以 前 面 所 襄 的 丸 出 仪 四 部 的 书 为 最 好 。 

关于 时 间 不 是 齐 次 的 Markoff 过 程 ， 也 有 了 不 少 的 研究 ， 可 参看 上 列 
Feller, `' 伊 腾 注 和 Doob 每 人 的 省 。 作 为 这 方面 研究 的 开 绩 ,下 列 文 献 是 值得 
推荐 的 : 

A., Kolmoporoff: Analytisehe Methoden in der Wahrseheinlichkeits- 
rechnung，Math. Ann., 104. ( 胸 本 书 的 附录 ) ” 
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随机 过 程 论 是 概率 葵 中 的 一 个 重要 分 支 。 它 是 在 近 州 年 来 ， 
由 于 物理 学 .无线电 技术 、 力 学 等 方面 的 需要 而 光速 发 展 起 来 的 一 
门 学 科 。 
虽然 早 在 1900 年 ,法 国 数学 家 巴 鞭 列 (Bachelir) 已 对 随机 过 
程 的 理论 进行 过 研究 (Ann. de Teode norm 17, 1900, p. 21)， 
但 是 随机 过 程 的 严密 理论 直到 1931 年 出现 了 苏联 数学 家 柯 尔 莫 
旗 洛 类 (A. 王 . KoxoropoB) 的 著作 ”9 ( 邹 为 本 书 的 附录 ) 之 后 , 才 
开始 建立 。 在 这 篇 文章 中 , 开辟 了 随机 过 程 论 中 的 一 个 重要 方 
向 一 一 瑚 尔 可 夫 过 程 的 研究 。1984 年 , 苏联 的 另 一 数学 家 欣 铁 
(4. 区 , Xuuqan) 在 他 的 著作 "中 中 第 一 次 提出 随机 过 程 论 另 一 重要 
领域 一 一 平稳 随机 过 程 的 严密 理论 ， 工 关 述 了 它 与 具有 不 变 测度 
位 相 空 间 的 动力 学 系统 的 联系 。' 其 后 , 有 不 少 的 数学 家 在 随机 过 
程 论 的 各 个 领域 中 进行 了 大 量 的 工作 。 在 今天 来 说 , 不 仅 是 随机 
过 程 的 理论 可 算是 近代 发 展 得 最 快 的 数学 分 支 之 一 ， 而 且 它 的 应 
”用 范围 几乎 已 涉及 到 一 切 的 自然 科学 与 工程 技术 领域 。 特 别 , 它 
已 成 为 研究 现代 物理 、 自 漠 控 制 . 无 钱 电 技术 等 先进 科学 技术 的 有 
力 工具 了 。 可 

日 本 数学 家 伊 芯 清 著 的 “随机 和 过程” 一. 书 ,是 一 本 具有 较 高 理 
输 水 斑 的 著作 。 作 者 以 简练 的 方法 介绍 了 随机 过 程 的 基本 理论 ， 
对 于 数学 基础 较 好 的 读者 来 说 ,通过 这 一 本 书 , 可 以 较 快 地 掌 担 构 
成 随机 过 程 论 的 儿 个 主要 方面 的 思想 与 方法 ， 面 打下 较 好 的 理论 
基础 。 
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本 书 的 内 容 共 分 四 个 部 分 。 第 一 部 分 ( 印 本 书 的 第 1 章 ) 介 结 
了 柯 尔 黄 哥 洛 夫 关于 随机 过 程 的 基本 理论 ;第 二 部 分 ( 即 本 书 的 第 
2 章 ) 介 绥 了 可 加 过 程 的 一 些 基 本 和 结果, 着 重 土 论 了 可 加 过 程 样本 
面 数 的 性 质 ,并 导出 了 无 益 可 分 妇 布 律 的 典型 表示 式 ; 在 第 三 部 分 
中 ( 序 本 书 的 第 3 章 ) , 作 考 以 泛 画 分 析 为 工具 ,介绍 了 丕 稳 随机 过 
程 的 谱 分 解 理 窒 与 沉 历 理论 ,同时 ,对 于 由 作者 本 人 所 首先 研究 的 
平稳 广义 过 程 世 作 了 扼要 的 介 夺 ; 最 后 一 部 分 ( 即 本 书 的 第 4,5 
两 章 ) , 也 是 本 书写 得 最 精彩 的 部 分 , 作者 对 研究 马尔 可 夫 过 程 方 
而 的 最 新 方法 ， 即 什 群 的 方法 ， 作 了 透彻 的 介 稻 。 由 于 作者 的 精 
心 处 理 , 虽然 这 一 部 分 所 占 的 篇 幅 不 多 ,但 对 问题 作 了 本 质 上 的 并 
明 。 

这 本 书 虽然 具有 较 高 的 学 术 水 玉 ， 但 作为 一 本 随机 过 程 基 本 
理论 方面 的 著作 来 看 , 还 是 有 一 些 缺 陷 的 。 这 首先 是 对 于 一 些 在 
应 用 上 与 理 哈 上 都 很 重要 的 内 容 , 如 关于 平稳 过 程 的 预测 理论 , 局 
尔 可 夫 过 程 的 沁 历 性 理论 等 ,作者 有 意识 的 将 它们 拾 弃 了 。 其 次 ， 
在 从 书 各 个 重要 理论 的 陈述 上 ， 作 者 采用 的 是 纯粹 的 玩 辑 推理 的 
方法 , 对 于 这 些 理论 与 实际 的 联系 注意 得 不 够 ,如 随机 游 动 与 质点 
的 勃 裔 运动 的 联系 ,平稳 广义 过 程 与 勃 斋 运动 中 质点 的 速度 .电子 
学 中 的 白 噪 声 等 的 联系 等 等 (而 这 些 联 系 正 是 需要 建立 斑 稳 广义 
过 程 理论 的 主要 的 物理 依据 ) 。 辣 时 ,由 于 缺少 直观 的 说 明 , 使 得 
有 些 构 念 (如 第 3,4 两 章 的 开头 部 分 ) ,对 初学 的 人 来 说 难于 接受 。 
最 后 ， 就 本 书 所 举 出 的 参考 文献 相对 于 本 书 所 包含 的 丰富 内 容 来 
说 ,显得 太 少 了 ,这 会 苔 读者 带 来 许多 的 不 便 。 

总 的 来 衣 , 这 本 书 的 翻译 出 版 ,对 于 我 国 广大 的 读者 来 新 是 有 
所 和 神 答 的 。 

为 了 使 著者 便于 查 并 和 深究 本 书 的 有 关内 容 ， 对 于 本 书 的 后 

下 作 如 下 的 答 充 悉 怕 是 有 丛 的 。 
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网 茂 木 书 所 需 的 有 关 概 率 论 知识 ， 可 在 复旦 大 学 数学 条 主 饭 
的 “概率 论 与 数理 硫 计 ”( 上 海 科 技 出 版 社 出 版 ) 一 书 中 找到 。 

对 于 本 书 要 用 到 的 有 关 测 度 论 的 知识 ,， 芷 者 可 参看 Paul R. 
Halmos 著 的 “测度 论 ”( 王 建华 绎 ,科学 出 版 社 出 版 ) 。 在 本 书 第 
3, 4, 5 章 需 用 汉 的 关于 省 画 分 析 方 面 的 知识 ,可 参看 关 药 直 辕 著 
的 “证 醒 分 析 讲义 ”( 高 等 教育 出 版 宪 出 版 ) 。 第 3 章 引 用 的 广义 夯 
数论 的 知 戴 , 除 95 页 上 关于 推广 的 Bochner 定理 (这 个 定理 的 出 
处 已 在 注脚 中 注 明 ) 而 外 ,都 可 在 洗 康 的 著作 吧 中 找到 。 

第 2 章 : 8$ 317 中 对 依 概 这 连续 的 可 加 过 程 的 样本 画 数 性 质 的 
讨论 ,可 参看 了 R. Kinney 的 著作 1。 对 $ 16, 还 可 参看 I0. B. 
HPoxopoB [9 与 A. B. CEopoxon Ca9 等 和信 有关 对 应 于 可 加 过 程 的 
概 浴 测 刻 的 极限 理论 。 

第 3 章 : 从 汽 画 分 析 的 观点 对 斑 稳 过 程 作 和 采 妊 介绍 的 著作 ， 
当 参 数 为 离散 时 , 可 参看 A，H. Roxmoropos 的 著作 9, 当 参 数 为 
” 沁 秆 时 ,可 参看 K. Karhunen 的 著作 2205 还 可 参看 A. M. Fraxom 
对 平稳 过 程 理 论 所 做 的 一 个 较 系 太 而 又 初等 的 介绍 中。 对 $24 
中 提 到 的 东 稳 广义 过 程 ， 可 参看 本 书 作 者 的 论文 9 及 I. M. 
Lerptbaar 3 K. Urbanik B84 郑 绍 浪人 9 等 人 的 著作 。 关 于 
$ 81 中 所 提 到 的 多 友 平 稳 过 程 ， 最 近 有 了 较 多 的 发 展 ， 可 参看 
N. Wiener 与 P. Masani 的 著作 65 及 I0. A. PosaHoB 的 著作 (ao 。 
对 于 本 节 中 提 到 的 齐 次 随机 场 的 理论 ,可 参见 江 泽 培 的 著作 帮 ， 

对 于 平稳 过 程 的 鲍 放 理论 有 兴趣 的 同志 ， 除 了 可 参看 本 书后 
寺中 提 到 的 文献 外 , 谷 可 参看 Ulf. Grenandar 与 M. Rosenblatt 
的 著作 "2 。 我 国 的 数学 工作 者 近 几 年 来 在 平稳 过 程 (包括 多 类 
平稳 过 程 及 齐 欢 随机 场 ) 的 回归 系数 的 估 放 方面 也 进行 了 一 定 
的 工作 ， 这 可 参看 王 寿 仁 外 、 江 译 培 器 、 郑 各 澜 与 陶 宗 英 中 等 人 的 
著作 。 
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第 4 章 @: 8$43, 可 人 参 酒 E. B. Ja 与 A. A. IOmmeByat2 ， 
A. A. IJOmFepgmd la 及 R. M. Bljumenthal om 给 人 的 和 著作。 $ 45， 
可 参看 BE， DB. JprHkHH 的 著作 中 中。§ 48， 可 参看 8. 上 arlin 与 
J. MecGregor" 和 王 梓 坤 中 外 等 人 的 著作 。 

第 5 章 : § 51 可 参看 W. Feller 的 著作 0 ，8 52 可 参看 也. B. 
Imngas 的 著作 90，8 53, 可 参看 EE. B. JarkaGa 和 W. Fellerd 
的 落 作 。 8 57 可 参考 D. A. Darling 与 A. J. Siegerta0 和 卫 . 3. 
XacpMHHCEH !30 的 著作 , $59， 可 参考 W. Feller 2 和 EE. B. 
XmxaKHH24 的 著作 及 在 此 二 文中 提 到 的 参考 文献 。 

为 了 帮助 读者 并 读本 书 ,我 们 作 了 一 些 必要 的 注解 (部 分 注解 
参照 了 本 书 俄 译本 的 译 者 注 ) 。 同 时 为 了 便于 读者 查考 ,我 们 将 柯 
尔 莫 友 次 夫 关于 马尔 可 夫 过 程 的 经 典 著 作 ，” 衣 成 了 中 文 ,作为 本 
书 的 附录 。 
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附录 ”概率 论 的 解析 方法 0 
” 琳 父 莫 哥 族 夫 著 。” 郑 绍 汇 部 


对 于 一 个 物理 过 程 (物理 体系 的 改变 ) ,车 能 从 它 在 加 时 的 状态 
ZX。 的 知识 推 得 在 1> 和 时 的 可 能 状态 X 的 概率 分 布 ,这 个 过 程 我 们 
称 为 随机 过 程 。 

作 考 系 葡 地 考虑 了 随机 过 程 最 简单 的 场合 ;首先 是 那些 对 于 时 
关 是 速 萎 的 (于 此 ， 方法 上 有 鞭 正 新 名 之 处 ; 以 前 的 随机 过 程 程 党 
作为 离散 事件 序列 来 考虑 的 ) 场合 

车 体系 的 可 能 不 同 状态 成 一 有 限 集 ， 则 随机 过 程 可 用 弹性 常 
微分 方程 来 确定 (§3) 。 落 体系 要 用 一 个 或 几 个 套数 来 决定 ;, 划 就 要 
用 抛物 型 偏 微 分 方程 来 规定 它 了 ($5) ， 由 此 可 得 出 各 别 的 分 布 范 
数 ;其 中 以 Laplace 的 正太 分 布 为 最 障 单 .最 自然 。 


$1 引 盏 
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要 数学 地 来 处 理 自然 事件 或 社会 事件 ， 首 先 必 须 把 这 些 事件 
构 型 化 ;这 就 是 询 ,如果 对 一 个 体系 的 改变 过 程 要 用 数学 分 析 来 考 
感 ， 苯 就 一 定 要 假定 该 体系 的 每 一 可 能 状态 都 要 能 用 确定 的 数学 
工具 完 上 整地 反 泪 出 来 ,部 用 一 定 个 数 的 参数 把 它 完 整地 描述 出 来 。 
这 样 勾 过 数学 工具 处 理 后 的 体系 ,并 不 是 实际 的 本 身 , 而 是 作为 描 
述 实 际 的 一 个 概 型 。 

古典 力学 就 用 了 这 样 的 一 个 概 型 法 ; 即 体系 在 时 间 引 时 的 状 
态 %,， 可 由 前 某 一 时 间 如 时 的 状态 > 所 唯一 确定 。 它 的 数学 表 


一 一 一 


@ A. Kolmogoroff: Uber die analytischen Methoden in der Wahrs- 
cheinlichkeitsrechnung, Math. Ann., 104, 1981, 415~458. 
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示 为 

0 = 了 (7， to， t) 。 
若 这 样 的 一 个 单 值 丽 数 /存在 , 划 就 时 这 个 概 型 为 一 个 必然 过 程 
概 型 。 若 某 体系 的 状态 y 其 不 由 时 间 时 的 状态 x 所 完 妇 人 硝 定 ， 
而 是 与 二 时 以 前 的 状态 > 的 改变 有 关 , 这 种 过 程 也 作为 确定 得 。 
但 我 们 通常 总 是 设法 避免 对 体系 的 前 期 历史 的 相 因 性 ， 而 设法 推 
广 时 得 时 的 体系 状态 的 松 念 , 且 相 应 地 引用 新 的 参数 8。 

在 古典 力学 之 外 ， 我 们 常 把 另 一 种 概 型 与 必然 过 程 一 起 来 考 

虑 ,就 是 体系 在 加 时 的 状态 = 只 能 定 出 在 t> 如 时 的 可 能 状态 y 的 
概 牵 。 洁 对 于 任何 已 知 bt> 加 及 2 都 存在 着 y 的 固定 概率 分 布 
疯 数 , 闭 末 就 称 这 种 概 型 为 一 随机 过 程 概 型 。 在 一 般 场合 中 ,这 个 


分 布 泵 数 -号 成 
Plto, 2， t， S$) 


的 形状 , 其 中 8 表 状 态 y 的 某 一 集合 , 了 表示 在 t 时 的 状态 y 在 
集 2@ 内 的 概率 。 这 里 有 一 个 困难 , 就 是 要 对 一 切 集 6 都 规定 出 这 
种 概率 来 ,一 般 说 是 不 可 能 的 ,我 们 怎样 来 克服 这 点 和 怎样 严格 地 
定义 随机 过 程 , 可 见 8 2。 
和 必然 过 程 的 场合 一 样 ,我 们 也 可 以 考虑 这 样 的 概 型 ,就 是 P 

不 仅 与 状态 有 关 而 还 与 整个 先期 历史 有 关 。 我 们 也 和 必然 过 程 
一 样 用 同一 方法 来 避免 前 期 历史 的 影响 。 

”还 要 注意 ， 为 了 处 理 任 何 实际 过 程 而 应 用 必然 的 或 者 随机 的 
过 程 的 概 型 时 ， 它 的 可 能 性 与 该 体系 实际 过 程 是 必然 的 还 是 随机 
的 问题 无 关 。 z / 


TI 


通常 在 概率 论 中 所 研究 的 问题 〈 概 型 )， 是 体系 在 侈 获 时 间 义 
@ ”这 种 闪 法 的 最 著名 的 例子 是 一 个 力 堂 体 水 的 状态 的 描述 不 仅 用 点 的 航标 , 且 
用 速度 的 支 量 。 
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刻 户 ， 轨 ，…， 坟 上 改变 时 所 产生 的 间 题 ，Bachelir@ 第 一 个 系 
和 统 地 研究 了 上 连续 变化 时 的 概率 P (io, 2,t, 86) 。 关 于 Bachelir 
所 研究 的 场合 ,将 在 $3 及 结束 语 中 再 谈 , 此 地 只 指出 Bachelir 的 
考虑 在 数学 上 是 不 够 严格 的 。 

本 文 的 $3, 主 要 是 考虑 上 面 所 提出 的 右 午时 间 的 概 型 。 就 数 
学 上 来 说, 这 有 一 个 很 大 的 好 处 ,就 是 可 以 用 PP 对 时 泗 的 微分 方程 
而 得 到 简 惫 的 公式 ,这 种 公式 在 通常 的 理 芥 中 只 能 作为 近似 式 。 
至 于 应 用 , 第 一 , 这 种 新 方案 可 直接 用 于 实际 过 程 ; 第 二 , 从 尝 纺 
时 间 的 过 程 的 微分 方程 的 求解 可 导出 高 散 二 并 概 宇 的 新 的 产 近 公 
式 , 这 在 $5 中 将 加 以 说 明 。 


II 工 


概率 窒 的 完全 公理 系 ,在 此 不 氢 作 完整 的 叙述 ,只 对 本 文中 需 
用 到 的 有 关 部 分 加 以 说 明 , 即 对 可 能 状态 2 的 集 外 不 作 特 殊 的 假 
定 , 数学 .上 襄 来 , % 可 以 是 任意 元 所 成 的 任意 和 集 。 关 于 集 系 .多 及 
而 数 了 (bo, 2 加 6) 的 一 茹 假设 均 见 8 2,， 全 部 理论 是 作为 一 种 纯 
粹 数学 而 开展 的 。 
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41. 随机 过 程 的 一 般 概 型 ， 

避 ?7 为 一 体系 ， 可 处 于 各 状态 z, g，z，… 之 中 ; .多 是 状态 
2 9， 2 的 集 5 所 成 的 集 系 。 若 对 于 任 选 的 状态 21, 集 6 ,二 
时 间 所 及 三 ( 扩 之 ta) ,假定 在 让 时 状态 是 加 而 如 时 是 2 中 的 状态 
之 Plti, pi1, ta, &) 能 够 确定 ， 剧 称 体 柔 7 的 变化 过 程 关 


@ I. Théorie de la spéculation, Ann. de T’ficole nozm 17, 1900, p. 21. 
lI. Les prababilités a plusieurs variables, ibid, 27, 1910, p: 389, 
IIT. Cacul des probabilités, 1912. 
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于 .多 是 随机 的 ,车 概率 卫 (, zi, 妇 , GE) 只 对 于 加 > 记 二 加 为 确定 ， 
则 称 变化 过 程 对 i 汪 t 是 有 定义 的 。 
对 于 和 集 系 . 安 , 假设 :第 一 ,是 加 性 的 ;第 二 , 包含 空 集 、 全 部 可 
能 状态 z, y,z,… 的 集 站 以 及 一 切合 单个 元 素 的 第 26. 若 针 是 
有 限 或 可 列 的 , 妈 . 乡 显然 包含 站 的 所 有 子 集 , 但 对 非 可 列 的 站， 
划 多 所 包含 的 子 策 须 作 必 要 的 限制 。 
自然 地 可 发 7 
Plti, 2, ts, A) =1, (2.1) 
县 对 襟 和 集 半 有 
PH, 2, ta, 2)=0., 
更 裔 卫 (4, 2, 二 ,8) 是 集 如 的 加 性 画 数 , 序 把 8 分 成 有 限 或 可 列 
个 不 相交 的 6 后 ,有 z 
P(t, 2, tla, 61) = Pt, 2, to, 6). (2.2) 


为 了 进一步 对 尸 生 ,za 9) 作 重要 的 假设 ,需要 画 数 f(z) 关于 
多 的 可 测 性 的 概念 以 及 抽象 Stieltjes 积分 的 概念 。 我 们 在 以 后 
要 用 的 时 候 再 给 出 它 个 的 定义 @。 

车 任 取 二 个 实数 4a 和 5, 岂 满足 不 等 式 4a<f(z) <5 的 z 所 成 
的 集 o 属于 和 集 系 .多 ， 则 称 夯 数 f(z) 关于 集 系 多 为 可 测 。 不 难 
获 明 , 若 系 .多 为 加 性 且 f(z) 关于 .多 为 可 测 , 风 使 f(z) 属于 一 
Borel 可 测 集 的 2 的 全 体 所 成 的 策 也 在 系 乡 办。 

在 设 Fo) 关于 .多 可 测 , 且 为 有 界 。 叉 设 2) 是 在 多 
上 有 定义 的 一 个 非 负 加 性 集合 画 数 ,我 们 知道 和 式 z 


中 /< 


丰 ”关于 这 方面 的 知识 ,可 参看 MM. Fréchet: Sur Tintkgrale d’une fonctlon- 


nelle elendue & un ensemble abstrait, Bull. de la Soc,. Maih, de France  ， 


43, 1915, p. 248, 
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在 n>oo 时 趋 于 一 确定 的 极限 ,这 个 极限 称 为 Stieltjes 积分 , 记 为 
| 7 9a. 

这 个 记号 与 常用 的 不 同 之 处 在 于 积分 变量 。 要 特别 指出 的 是 ， 微 
分 记号 在 桥 号 之 内 。 

以 下 假定 卫 (w， 2 入， 2) 作为 状态 ”的 画 数 关于 多 为 可 调 。 
又 PU, 水， ta2， @) 对 于 任何 1， t2， ts (tts) 满足 基本 方程 

Pl 2, 和 人) 一 | 已 dog 要 O) Plt, at dA) 。(2.3) 
知 集 这 含有 有 限 个 或 可 列 个 元 TDiy Pas Dny '**, | 

| Plés, yy 和 O) Ph, 2, ta, dN) 
= 之, P(t,, Vn, ts， 6) P(t, 之 12， Lj 。 


右边 是 全 概 李 了 (2, 如, G) ， 故 在 这 场合 ,公式 (2.3) 得 到 了 证 
明 。 著 2[ 不 是 可 列 , 风 把 关系 式 (2.3) 当 作 一 个 新 的 公理 。 

以 上 所 瑶 的 这 些 要 求 便 完全 决定 了 随机 过 程 ;任意 梨 虹 的 元 
z, 9g， 2 …， 可 以 作为 某 体系 的 状态 的 记号 ， 而 满足 上 列 要 求 的 任 
意 夯 数 己 伯 ,cz 如 ,8) 可 以 作为 相应 的 概率 分 布 画 数 。 

在 .多 上 有 定义 的 加 性 非 负 画 数 也 (8) 车 满足 方程 

FA)=1, . (2.4) 
其 称 为 分 布 汞 数 。 关 对 (2, 刀 , B) 的 一 切 要 求 又 可 以 这 样 
说: 了 了 人，， 思 4) 作为 8 的 醒 数 是 分 布 页 数 , 作 为” 的 两 数 是 
对 条 可 测 且 满 足 积分 方程 (2.3) ， 

斌 在 时 间 t=to 上 有 一 个 分 布 画 数 Q(to, 6 9 ) 者 示 体腔 ?> 在 时 
时 如 上 所 处 状态 属于 & 的 概率 , 要 在 时 间 t 汪 好 上 规定 分 布 画 数 
Q(i,8) , 须 有 第 二 基本 方程 


Qt, -=| Po 3 t, 6) 0 (0, dW (2.5) 


人 2 总 前 人 8 
过 然 可 得 


Q(t, DD =| Qo, 4 = QU, YW =1, (2.6) 
| Ps we EGG d 


= Ja Pls 4, 0) |, Pdo 3 h, 4M AQ, dU') 
-| |, Pl me 和 6) Pltos y, 各 AI) Q(to, aar) 


-| Plto, y， 2 8) Q(to, a Aa’) = Q(t,, 6). (2.7) 


我 们 把 公式 (2.5) 看 做 是 Q(t, 2@) 的 定义 ,不 当做 关于 体系 y 的 新 
的 要 求 。 还 要 注意 , 关 采 式 (2.3) 是 (2. 呈 的 一 个 特殊 情形 。 
2. 算 子 全 (w,@)* F(x, €) 
设 本 (6, 8) 及 (2， 5B) 是 二 个 分 布 夯 数 ， 丽 作为 “的 画 数 
省, 关于 体系 是 可 测 的 。 瞪 
Fs, CE = Fs, OrFs(s, = FnP(s, ©) 


-=| Paly, 6) al a%), (2.8) 
显然 , Po, 6) 满足 本 (z, 6) 及 Fat, EG) 所 满足 的 可 测 条 件 及 
可 加 性 条 件 ;同时 也 满足 方程 (2 4): 
Fe WW) =| Poy, WF, eau) = | F, Cw, dA 
1 
议 了 (2, 8) 也 是 一 分 布 画 数 。 
再 旭 , 算 子 ax7s 满足 结合 律 
Fx(ForFs)= (FxP,)*Fs, (2.9) 
让 可 由 下 面 的 计算 而 得 到 
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Bix (Pax Fs) (e, &) 


-], js, Ls(2, 6) Fa(y, YM) FF (2, oA) 


-| (zc | Fa, a MV Fay, d A) 
一 (Vix.F'2)* F's (8, @). 
交换 律 一 般 是 不 成 立 的 。 
现在 需要 规定 一 个 单位 责 数 (2, 8) ,使 对 于 任何 了 (2, @)， 
都 有 


Fe, OE) 一 spot) = Fe, 8). (2.10) 
要 达到 此 目的 ,发 - 
TOCC， 
ww (2, C ) -| 
0, EC. 


因为 z | 
~、 My AZ (ID， 8)-|，Fe@， JAD dA 一 ECE)， 


Fepley 人 = wy 的 Ba3D 一 | Fo, a8) 


=P(s, 9). 
至 此 ,只 对 了 于 如 六 族 规 定 了 概论 P(t, 2， la， 86) ; 现 设 对 任何 ， 
Pu, r,t, 6) =M{2, $). (2.11) 


这 个 新 定义 并 不 与 基本 方程 (2.3) 有 和 艺 盾 ,因为 (2.3) 可 写 为 
有 (在 ty GG) = P(t, ,ts, CPs, £, ts, 8). (2.12) 
3. 特别 场合 的 分 类 / : 
若 体系 y 的 状态 变化 只 在 时 间 的 离散 令 列 
， 和 0 和 有 芝 久 之 之 刀 之 …> 十 o0 
上 进行 , 卓 对 于 满足 不 等 式 ” 
int 页 二 训 二 如 4 

的 一 切 志 ,如 ,都 应 当成 立 着 
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Ps, t,o) =Pt, ,t,o). (2.18) 
[Ei 
Bt 
Pbn, 少 ) 如， 人 ) = 一 (2, 2 1) (2.14) 
Pi,n (2 ， 6) = PP, (2, C ) ? (2.15) 
划 得 
Po 6) = PassPirsr' Ps, GE)。 (2.16) 
央 此 ,在 这 场合 ,体系 ?> 的 变化 过 程 可 以 由 初等 分 布 泵 数 己 ,cz, 乡 ) 
所 完全 决定 。 


设 Pio 8)，Ps(2, 8) ,… 是 任意 的 分 布 丽 数 , 作为 z 的 画 
数 是 可 测 的 , 导 如 过 右 达 名 二 … 过 如 之 … 是 时 间 叙 列 ;车 Pnn(2, 8) 
有 反 PW',2, GE) 是 由 (2.18) ，(2.14) ，(2.16) 所 规定 , 划 所 得 的 
又 一 个 分 布 西数 ,满足 磊 程 
Png, ExPi, 2, EG) 一 已 (Ge)，M<n<DO， (2.17) 
且 满 足 - * 

Plt', zs, t", ExPU'", ost BEB) 
— Pf, 72, ,6), fr HE 

这 也 就 是 基本 方程 (2.12) 或 (2.8)。 由 紫 可 昂 任 意 分 布 阔 数 
Pt 只 要 是 zx 的 可 测 画 数 ,就 可 确定 出 一 个 随机 过 程 。 

概率 论 中 通常 只 考虑 上 面 所 定义 的 离散 时 间 方 式 。 知 全 部 分 
布 醒 数 P, (2, 2 ) 都 相同 : | 

Ps, 6)=P(, 6), z (2.18) 

间 得 离散 时 间 的 齐 次 概 型 | 依 (2.16) 得 


个 一 一 一 一 ~ 一 人 


Pry (Tt, FG) = Ppl,@ Z) «Po, EG)*…*P(D, 2,) 
=[P(s, 6)1?= Pr(2, 6). (2.19) 
在 1800 年 ， Bachelir 已 经 考虑 到 时 间 - 上 为 过 红 的 随机 和 过程 归 ，, 而 


@ Eeehebm Théorie de la spéculatign, Ann, de Licole norm 17, 
i1900, p, 
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训 为 过 纺 时 间 方 式 是 概 柠 论 的 中 心 问题 ,这 是 完 侈 正确 的 ,这 时 最 
重要 的 是 时 间 上 为 齐 次 的 方式 ， 即 卫 ( 红 ， 2 如, 5) 只 与 如 - 石 有 
< 
PL, Zz,tt+r, 6)=P(r, 2, 6). (2.20) 
这 个 场合 中 的 基本 方程 可 沪 为 
Plri, 2, EPlTs, DC) 一 已 (zi 十 Ta 0)。 (2.21) 
若 把 初等 状态 z 的 集 并 特殊 化 , 划 得 到 另 一 系列 的 特殊 场合 。 
这 里 分 为 有 限 的 集 4 和 可 列 的 集 站 ; 在 连 秆 的 场合 , 体系 的 状态 
是 依 确 定 它 的 参数 而 分 类 ,等 等 。 这 些 划分 构成 了 以 下 的 题材 。 
4. 各 态 通 历 原 理 
如 果 对 于 一 切 可 能 状态 z 的 集 区 不 加 任何 条 件 ， 那 未 只 能 证 
明 极 少数 的 一 般 性 定理 。 关 于 各 态 带 历 原 理 的 定理 就 是 这 样 的 定 
理 。 若 对 子 任意 的 19,z, y, 8, 都 有 
lim{ P(t, 2, t, GE)—PGD, vy,t,6)1=0, (2.22a) 


划 称 随机 过 程 依 循 各 态 遍 历 原 理 。 对 于 离散 时 间 概 型 ,条 件 
(2.22a) 与 下 述 条 件 为 等 价 : 


lim[Pun(z，G) ~ Ponly, 8)]=0. ， (2.22b) 
在 这 个 场合 中 ,可 得 出 下 面 的 定理 。 
定理 1 车 对 于 任意 的 Z, y, 6, 有 
P,(s, 6) >MPy, CE),， >0, (2.23) 
且 级 数 


发 散 ;期 各 态 通 历 原理 (2.22b) 成 立 , 且 对 o，y， Be, 一 致 收 煞 。， 
证 ” 油 
supLPx 2, 6) = Mr, (€), 


2.24 
~ inf[Pm lo, 6)] =man(O). 人 


$2 总 内 9 
Di 6 ) 一 | Pi (y, c ) Pl?, a A) 
< | Pale, dW = Mu(G). (2.28) 
同 理 得 
Po 6)>men(G). (2.26) 
由 (2.23) ,对 任何 zx 及 % 得 
Pr (2, &) — MPr (yy, 6 ) 宕 0， 


Pi; (py 8) -| Po (z, §) Pro， dA) 
-| Pu (z, 8) EPs lo, dW) 一 MP dA) 
+ PC B) Pry, a A) 


>mm(@) | [Pi (2, da A) —MPr(y, dA)] 


+ArPr-1,ny, GE ) 
= mxn (EG) (Ng) 十 和-o(2， @). 
叉 Pa ©)— Pr-1n(s, © ) 
< (IM) [Pan 6)— med )]. 
由 (2.25) 得 
PCB) 一 Pro 2) 
(MM) [MiG) 一 min(B)]。 (2.27) 
弃 然 (2.27) 对 任何 2 及 9 均 成 立 , 故 双 可 得 
Mn(B) —my-in(G) < (1—Ne) [Men (@) 一 ran(B)]。(2.28) 
在 (2.28) 中 ,全 =m 十 1, m 十 2,'…, 3， 相生 而 得 


Mos(E) 一 mo 人) 三 I (Mm). ~ (2.29) 
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当 NN—> oO 时 9 (2. 29) 的 右 方 站 化 于 0， 定理 得 证 。 


对 于 高 散 时 间 的 齐 次 场合 , 划 得 下 面 的 ， 


定理 2 若 对 于 任意 的 z, y, CE, 有 
Pw,6)>APYy, 6), A\>0, 
则 P"(w, @) 一 致 收敛 于 一 个 固定 的 分 布 画 数 Q(C ) . 
- 证 在 现在 的 场合 中 ， 
Mn ) = 一 SupEP (s, 6)]=M,G), 
mn,ntp EG) 一 in 2 让 一 peE )， 
和 一 入 。 
由 (2.29) 即 得 
M6) -m6) < (Nr. 
而 由 (2.26) 和 (2.25) ,对 g>p 有 
P(g, 6) = Pot, 6)< Ma )=M,(0), 
Pa(o, 8)>m,(@). 

故 得 
M6)=M (6 )>m (6 ) ECE )。 
从 2.31) 和 (2.34) 印 可 宜 接 得 出 我 们 的 定理 。 


(2.30) 


(2.3D 


(2.32) 
(2.33) 


(2.34) 


Hostinsky 及 Hadamard 角 证 明了 定理 2 的 重要 特殊 场合 @。 


易 知 分 布 画 数 Q(2) 满足 积分 方程 
CD)=|，Pe,e)QG2D. 


Hadamard 代 证 明了 (2.35) 的 一 种 特殊 情形 。 
对 一 般 的 随机 过 程 有 
定理 3 若 对 于 银 列 
加 所 下 < 加 << > 上 oo 
及 任意 的 2,，y, 8, 有 


@ Comptes rendus, 186, 1928, S, 59, 189, 275, 


(2.85) 
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Plt-1, 2， b,， 6)>Ah (加 一 工 ? 2 tb,, 6), 和) 之 0， (2, 36) 


旦 航 数 > 入 发散， 由 各 坊 逼 历 原 理 (2.22a) 满足 且 (2.22a) 对 


2 9 CE 一 致 收 伍 。 
证 ” 设 对 于 固定 的 #9， 
supLP(to ,at 6)]=M(t, €), 
inf[PGO, p,£, 1=m(t, G),. 
车 加 和 雪 各 和 让 和 fs 加 1， 划 如 定理 并 的 证 明 一 样 ,得 到 相当 于 
(2.29) 的 
M(t, 9) mlt, 8) < I (1 ~—X). (2.37) 

既然 多 随 +t 变 成 无 劣 大 ， 草 差 式 Mt 中 ) —m(t, 6) 随 而 收 黎 
于 0, 定理 途 得 独 证 明 。 

最 后 ,对 于 时 间 为 齐 次 的 概 型 有 相应 于 定理 2 的 

定理 4 设 有 这 样 的 一 个 入 , 使 对 于 任何 2,y,，5, 都 有 


Plog,2, >NPlo,y, 6), NM>0, (2.87’) 
则 P(e, 2, 6) 随 "下 十 而 - 致 收 伍 于 一 个 固定 的 分 布 画 数 
QI) 。 
$3 有 限 系 状态 
1. 导论 
假 虎 集 3 并 包含 有 限 个 元 
Vy Va Dn 
且 合 | 
Pl w ta, 2;) = Pylti, t2). (3.1) 
对 于 任何 @, 显然 有 
Pli, pi, ta 6) -DP (ti, tz), (3.2) 


所 以 只 要 考虑 概 夷 Px( 太 ,三 ) 就 健 了 了 。 基 本 方程 (2.3) 此 时 就 变 成 
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下 刘 形 状 : 
2 Pulti, ta) Prlts, ts) = Pu (ti, ta),， (3.8) 
至 于 (2.1) 央 变 成 
> Py (ti, ta) =1. (3 .全 


任何 一 个 非 旬 酚 数 ， 只 要 满足 (3.3) 及 (3. 活 就 定义 出 描述 体系 
变化 的 一 个 随机 过 程 。 
算 子 * 现在 规定 为 
Pa PE- PPL. (38.5) 
由 是 基本 方程 人 .3) 变 成 
Pr (ti ta) * Pr (ts, to) = Por (ti, ta) (3.,6) 
在 离散 时 图 概 型 的 场合 , 识 
Pryalty 01) = PIT, Polw, 7) = PY, 
出 概率 P 久 满足 方程 
他 Pr =1., (3.7) 


反之 ,入 任意 非 鱼 的 数 Pi 满足 这 个 方程 , 划 这 些 数 可 看 作 随 机 过 
程 相应 的 概率 数值 。 
概率 PY?” 旧 可 依 下 鹿 公 式 算 出 
一 Pit x Pt. PP (8.8) 
在 移 散 时 间 的 齐 次 场合 , 则 有 
PIP = P,, .9， > [LPs1s 入 一 Pa? 
车 所 有 的 Py 都 是 正 的 , 则 2.4 的 条 件 当然 满足 ， 而 县 ps 在 
94-> co 时 趋 于 一 个 固定 的 极限 Q@;， 此 时 积分 (2.35) 变 成 方程 租 
Q= 习 OP (G1, 2,83,.). (3.9) 
这 个 结果 已 为 Hostinsky 及 Hadamard 所 得 浏 多 


re 


OO Comptes rendus, 186, 1928, 8. 59, 189, 275. 
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%. 这 各 随 机 过 程 的 微分 方程 
由 (2.11) 得 
Pu tt, t) =1]， 
| (3.10) 


Plt, t) =0, ¢¥), 
lim[ Pult, t+ 4)]=1, 
ljimEPol t+4)1=0, 4->0 i37). | 
序 在 很 短 的 时 关内， 体系 状态 的 改变 是 小 的 。 这 个 假 敲 包括 在 郴 
数 Pu 全， 加) 对 五 及 加 是 连续 的 这 一 假定 之 内 。 
再 改 夯 数 Pu (s, 为 为 连 入 日 在 ts 图 为 可 徽 , 在 t=s. 上 ,可 
不 必要 求 可 微 性 。 在 这 种 特殊 点 上 假定 导数 在 在 是 一 件 粗 心 


的 事 。 
对 于 zt>s 得 

OPiuls; b) yim Prks, ttAd)—Pu(s, t) 
ot 420 4 


一 : lim FD Ps, t) Py lt, + 十 了) 一 Zr (8, 2)] 


-lim| > PAs, t) t, ET 分 十 Ps (s, £) Put tt tt 4) 1 -+|. 
一 站 Lo 4 4 
(8.11) 
- 堵 行 列 式 
B= |P(s, | 
不 等 于 0, 惰 为 程 租 
... 、 2) _ . ~ 
3 Pols, bt) Pi (8,) Putt tt dL 
=1, 2 …) n) 
有 人 解 : 
和 人 一- 和 .，j 关 时 Ft 二 人 一 Es (3.12) 


Ey ? 
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由 (8. 了) ,在 4 一 0 时 or 收 项 于 -2Cs le 切 ， 故 (3.12) 也 政客 于 
固定 的 极限 : 
lim Pets tt 人 DT 0) (8.18a) 
lim Pb) j 关 有 (8.18b) 


行列 式 号 对 于 一 个 适当 的 s<<# 是 可 以 不 等 于 0 的 , 这 可 从 马 
的 过 入 性 及 公式 (3.10) 而 看 出 : 
lim =], 3 一 (3.14) 
从 (3.11) 及 (8.18) 即 可 得 到 关于 硬 数 Pu (s, 四 的 第 一 租 微 
分 方程 
SPuls3t) Ail) Puls, d) = Pls, D*Ault), (3.15) 


由 是 依 (8.10) 及 (8.18) 得 


An®D = [| ， (8.18) 
4u 鸭 >0 j¥h, Am<0. (3.17) 


再 依 (3.4) 及 (8.13) 得 
方程 (8.15) 本 只 对 s< 上 而 语 ,， 但 依 (8.10) 及 (3.16), 可 见 对 t=s 
也 有 效 。 

对 于 s<<4， 


oPu (8, £) Pr (s+ 4, t) — Pu(s, t) 
08 A 


= lim - 
~ lim [Past+4, D — DP,(s, s+s) Pn(s+ 4,D] 
1 


lim| 和 st + Pi,(s+ A, 


+ Ly ,s+ p(s+4, 2) |， 4->0. (3.19) 


ji 
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公 (8.18) 得 第 二 租 微 分 方程 
OEu tsb) — >: Ay(s) Ps, t= — Aw(s)*Puls, t). (3.20) 


PS 7 
若 两 数 41(s) 为 速 入 ,方程 (3.20) 在 * 一 时 也 显然 有 效 . 
现在 没 在 加 时 及 分 布 夯 数 
Q (to, Tr) — Wr (to)， > Qx (to) = 1 


表 出 体系 y 在 如 .上 处 于 状态 x 的 概率 。 此 时 方程 (2. 态 部 变 戌 
QO (#) 一 之 0, (to) 。 Pix (to, t) . 


由 此 可 知 丽 数 Q(t) 满足 微分 方程 
SO A OD b=1,2, en) (3.21) 


/ 车 页 数 h(t) 速 入, 则 画 数 Pu 人 s, 月 构成 微分 方程 组 (3.15) 
”的 唯一 满足 初 姑 条 件 (3.10) 的 解 。 因 此 随机 过 程 为 Au.( 所 完全 
决定 。 画 数 hw 外 的 具体 意义 可 解释 为 : 和 若 ? 尖 8， 出 du9t 是 在 
时 间 从 到 十 0%, 而 从 状态 2 过渡 到 2 的 概率 , 且 
_ A 一 人 w(t) . 


还 可 以 诈 明 , 不 花 4u 是 怎样 的 满足 条 件 (3.17) 及 (3.18) 的 速 
柄 本 数 , 微 分 方 程 (8.15) 的 满足 初 寻 条 件 (3.10) 的 解 Pu(s, 人 ) 是 
非 负 的 , 且 满 足 条 件 (3.3) 及 (8.4) , 印 规 定 出 一 个 随机 过 程 。 
这 是 由 于 :根据 (3.15) 及 (8.18) ,可 得 
FH EPs, Dd =H AnD1PyG, d=0. (8.22) 
而 由 (3.10) ,有 
> Prlt, DD)=1. 


故 由 (3.22) 邹 得 (3 .和 。 
对 于 ti<t,, 性 
Pr (tiy =Pr(tiy DF,， 共 tb, (3 .28) 


224 .附录 概 素 论 的 解析 方法 
Pi (ti, 六 一 福 P(ti, ts) Pr (ts, t)， 车 tt, (3.24) 


充 数 Pu.(ty, 日 .满足 微分 方程 (8. 二)， 故 方程 (8.23) 不 仅 对 于 
i<za 且 对 于 任何 了 二 都 成 立 。 所 以 若 合 t= 如 ,公式 (8.28) 就 和 (3.3) 
”一 样 了 。 
剩 下 来 要 效 明 的 只 是 Pu aa, 芒 为 非 俩 的。 为 此 合 

9 (2) = min [Po Gs, 1. 


适当 选取 4 和 上 ,可 得 
Drg(t) = 

且 车 p (<0, 依 (3.17) 得 

Axrx l(t) Psr ls, 加 之 0， 

Anl Pyls, D>An(D PO, jh, 

Drp(d) — EWS Anld) Puls, D) 

> Ar = RV. 
因为 9G) 0, 易 见 p (人 大 于 方程 
GY ROOY 


Stu G0, Puls, tb) =9 (0), 


的 各 负 根 , 帮 它 自己 不 能 是 负 的 。 

3. 举例 

. 对 时 间 为 齐 次 的 情形 中 ，4w ( 是 与 t 无 关 的 ， 此 时 对 程 是 由 
个 常数 45 所 完全 决定 ,方程 (38.15) 变 成 


A DBAnPy),. (3.25) 
解 这 个 方程 是 没有 什么 困难 的 。 若 各 数 4u 不 等 于 0, 则 8 2.4 定 


理 4 的 条 件 满足 ; 故 Pr 人 在 1->oo 时 收 钱 于 固定 极限 久 , 数 @， 
满足 方程 
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Dl; 怀 4ag 一 0 (k=1,2, ,mn), 


例如 取 
n=2, 


Ai3 一 A 一 4 ? 
A11 = .Az; = 一 本 
序 由 状态 2 过滤 到 状态 2a 的 概率 与 相反 的 过 渡 概 率 是 相等 的 。 
此 时 由 微分 方程 (3.25) 得 到 
Pa(t) = Pa l(t) = 寺 (1~ e247),， 


P(t) = PP» (¢) 一 3 (十 e347) . 


可 以 看 出 在 1->oo 时 ,PD 收 化 于 @x= 总 ， 
下 面 一 倪 指 出 Q@; 的 收 化 也 可 以 伴随 着 阻尼 运动 : n=3， 
A = 4s3= As = A, 
Azi = Ass= A1s=0, 
An= A = Ass = —4， 


‘y _3 
Plt) = Ps (tb) = Pss (b -Be A cos of 十 工 


3 7 
ydtf 工 1 1 
Pys(t) = Pys(t) =Pa(t) =e 7 -生生 - 夺 c0sot|+ 吝 ， 
P31(t) = Psa lt) = Pis(t) = ee-¥4 - sin ut 十 二 cosot | 十 二 
\/ 3 8 3 ， 


议 套 时 几 情 形 下 相应 的 阻尼 振动 是 由 PomaH0BCF2H 所 发 现 的 。 
$4 可 列 系 状态 


1. 导论 ”离散 时 间 
车 集 守 包含 可 出 个 元 
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pi, 3s 7 Diy 
前 节 的 结果 及 记号 仍 有 效 , 级 数 
之 Fi (h, V2) 一 1， P=1 
的 收 化 已 假定 ， 故 得 (3.3) ，(3.5) ，(3.9) 各 和 级 数 的 收 化 ; 但 并 不 
要 求 
之 Pir (bi, ta) 
也 为 必 饿 。 现 在 对 于 离散 时 加 的 方式 加 以 一 些 注解 (实际 上 是 对 
于 齐 次 窒 散 时 间 的 ) 。 各 态 速 历 原理 的 定理 的 条 件 在 可 列 状 态 
情形 一 般 是 不 成 并 的 , 但 原理 本 身 却 常常 满足 ,例如 考虑 一 个 
BepztmemE 新 近 所 考虑 的 例子 : 发 一 博 变 者 每 局 以 概率 4 鹿 一 
子 , 在 他 所 有 的 子 不 等 于 0 时 有 概率 办 一 子 , 38>4, 4 二 了 <1， 
若 他 所 有 的 子 等 于 0, 他 就 不 输 什 么 。 
若 z, 是 博 奕 者 持 有 %--1 子 时 的 状态 , 博 奕 的 条 件 可 号 为 


P,,nti=—4， Pin=B, n=1,2,8,. 
Pu=1—4h, / 
P, ,=—1—A—B, - n=2,8, 4,.… 
其 他 的 P=0. - 

容易 证 朋 


lim Py~(1- 务 )( 各 ) ~Q@， 巴 Q=1 

成 立 , 故 得 各 态 通 历 原理 。 

也 要 注意 ,极限 / 

lim .28 一 省 (p>00) 
的 存在 ,只 在 和 式 
之 ,=A 

等 于 1 时 才 得 出 各 态 沉 历 原理 。 我 们 可 以 语 明 一 定 的 4<1, 且 在 
4<1 的 场合 名 态 表 历 原理 是 不 成 立 的 。 
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若 所 有 的 4 都 存在 且 等 于 0, 则 发 生 Pi 在 p-> co 时 的 渐 近 
表达 问题 。 车 有 这 样 的 一 种 可 以 与 % 无关 的 表达 法 : 
PE= 和 十 0(X9)， 
大 说 并 足 了 局 部 的 省 态 远 历 原 理 。 这 一 原理 对 状态 为 可 列 的 情形 
| 
在 设 可 能 状态 zx 用 全 部 整数 来 往 号 (一 cp2<wm%< 十 ce) 83.1 
记号 及 公式 者 全 有 下 只 是 和 式 记 号 要 通 及 于 全 部 豆 数 。 我 们 
更 仔 秋 地 来 考虑 


Py= Pi 
的 场合 。 在 这 场合 显然 也 可 得 
Ps§= PY_,, 
Pe+? = PY Pr 
"一 这 pr Pr,, , 
车 航 数 
4 一 之 EP,, 
一 之 1 
狠 对 收 伍 , 划 Laplace 渐 近 公式 可 号 为 
po 1 ). (aD 
0/ 2rp Vp 
关于 这 公式 成 立 的 条 件 , 只 知道 在 Bernoulli 场合 
Po=1—A4, P=-A, (4.2) 
其 他 的 Ps 为 0， 
对 我 们 这 个 问题 ，,Ianyzos 定理 不 起 作用 ， 因 为 
Pr =P.i1= 沾 ? 


了 一 0， 下头 士 工 ， 
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而 (4.1) 并 不 满足 。 (4 和. 二 ) 的 成 立 , 一 般 都 必须 对 任何 整数 m 都 存 
在 着 一 个 &， 使 
k¥0 (mod m), Pr¥0. 

也 要 注意 ,只 在 4=0 的 场合 ,公式 (4.1) 才 对 固定 的 £ 实 际 给 
出 如 的 一 个 潮 近 表示 式 。 在 这 场合 固定 了 可 由 (4.1) 推 得 


1 
P= Bt (7) (4 
叉 固 定 ?Y 和 71, 得 (-… 4 一 je z 
| Dh 1 了 工 
P= past) (4.4) 


这 里 所 窒 的 场合 , 依 (4.4) 是 满足 局 部 各 态 逼 历 原理 的 。 
车 体系 状态 不 变 的 概率 Pu 在 各 变化 的 时 间 上 很 接近 于 工 , 则 
得 P$ 的 一 类 很 特别 的 近似 去 式 , 例如 在 Bernoulli 场合 (4.2) 中 ， 
对 于 4 的 小 值 ,得 出 Poisson 近似 公式 
Pe~ 人 SE es. (4.D) 


这 种 公式 推导 的 一 般 方法 是 从 应 用 对 时 间 为 速 炉 的 过 程 的 微分 方 
程 得 出 ,公式 (4.5) 就 是 这 样 在 8 4.8 内 得 到 证 朋 的 。 

2， 依 时 间 为 如 竿 的 过 程 的 微分 方程 

在 §3.2 中 已 假定 丽 数 Pi(s, 人 为 媚 续 , 且 在 sx 时 对 s 和 #t 
为 可 微 , 公式 (8.11) 和 (3.19) 在 现在 所 考虑 的 有 可 烈 个 可 能 状态 
的 场合 也 和 以 前 一 样 。 但 要 证 明 这 些 公式 中 的 极限 记号 与 和 式 寻 
号 可 交换 次 序 , 以 便于 得 出 微分 方程 (3.15) 及 (3.20) 。 现 在 必须 
引进 下 列 新 的 限制 条 件 : 

(i) 极限 (3.18) 存 在 。 

(这) 国定 也, (3.13b) 的 次 敌对 于 是 一 致 的 。 


(iii) 级 数 
5 Put, #1 4) 1 Py (t, t1 4) 
hb ESE- dri 


ff 


(4.6) 
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的 收 钱 对 于 4 是 一 致 的 ((4.6) 的 收敛 由 (3. 色 可 直接 得 出 )。 

条 件 中 在 《3.2 的 有 限 数 状态 场 合 是 依据 丽 数 Pu(s, 让 在 
s 关 t 时 的 可 微 性 来 证 明 的 ; 在 可 列 场合 就 不 能 如 此 得 出 了 。 对 于 
条 件 (i ,我 们 应 注意 : 固定 了 7 后 ，(3.18b) 的 一 致 收 竹 性 可 从 不 
等 式 z . : 
Prlt, t+ 4) 1— P(t, t+ 4) 
推 得 。 (3.13b) 对 于 任何 7 和 上 都 是 一 致 的 ， 俱 (3.138a) 对 上 就 不 
一 定 为 一 致 。 这 些 要 求 在 应 用 上 是 不 方便 的 。 : 

公式 (3.11) 里 的 因子 Pi(s, 妈 构成 一 个 炮 对 收 钱 航 数 ， 依 条 
件 (和 (二 ) ,这 个 公式 里 的 极限 记号 可 与 和 式 记 号 对 诗 , 且 由 之 而 
得 微分 堪 程 (3.15) ,是 故 数 4x GO) 显然 满足 (3.16) 及 (3.17) ;公式 
(3.18) 也 由 杀 件 (iii 测 得 到 满足 。 从 最 后 的 条 件 及 因子 已 KMS 十 了) 坟 
的 一 吾 有 界 性 可 保证 公式 (3.19) 的 极限 记号 能 与 和 式 记 号 对 询 ， 
这 就 推 得 微分 方程 (3.20) 。 

3. 在 时 间 为 齐 次 的 场合 里 , 解 的 唯一 性 及 计算 法 

在 这 个 场合 里 ,方程 (8.15) 变 成 


AnPyl) = Pa ld) «Ah, (4.7) 


其 中 4x 是 常数 ,我 们 施 明 在 这 个 场合 里 当下 列 航 匆 (4.8) 及 (4.9) 
为 收敛 ,并 满足 初始 条 件 (4.10) 时 ,方程 (4.7) 有 了 唯 一 的 解 存在 : 


FIA4nl =BE, 
5 8%) 4 ~BP, 


[EEE 


(4.8) 
BY | Aj| = BY 


了 


> b=1,2, 83， … |2|<0>0. (4.9) 
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Pu(0) =1, : 
Pi;(0) =0, i#). | 
斌 然 Puy(2) 入 1， 则 从 (4. on 3) 就 可 得 不 等 式 
| 


(4.10) 


故 把 (4.7) 微 分 后 可 得 
?Pr (£) _ . oP, (¢) _a 区 
Em) 5 Am LEY Pal) «hn. 
同 理 可 得 一 般 的 . 
. ] 4, 和 2) | Bf ， (4.11) 


n+l 
SE Pa (bsAnm, (4.12) 


从 (4. 卫 ) 和 般 数 (4.9) 的 收 化 条 件 得 知 Ps (2) 是 解析 画 数 。 
又 由 (性 . 1) 及 性 .12) 得 


的 Pr (#) = Pr (¢) *[An]s . (4.13) 
特别 在 +--0 时 , 依 (4.10) 得 : 
0 Pa(0) ~ [An]?. (4.14) 


所 坟 解 析 画 数 Po 从 是 由 常数 4x 瞧 一 确定 。 公式 (4.14) 及 
(4.18) 可 用 来 作为 依 Taylor 航 数 求 五 程 组 (4.7) 的 解 的 计算 根据 。 
例如 , 洲 4 411 二 4, 4 一 一 4 其余 的 A,=0, 姑 易 得 


(AD"™—m 
Pnn (¢) (n— mm) | 


Pn (t) 一 0, m>%, 


eAt, mn, 


此 即 Poisson 分 布 公式 ; 这 和 (4.5) 的 加 =n 一 rw，p 一 t 是 完全 一 . 


臻 的 。 
洲 各 态 源 历 原理 满足 ， Pr 由 在 ;1 一 ce 时 收 仑 于 Qxz， 显 然 
常数 Qx 满足 


各 
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之 Qx 一 二 ， 
之 4xg 一 0， (8 一 工 2，…) 。 
例如 ) 和 : 1 
A,, wr1i= 44， Airni™=B (B> 4), 
A1= 一 4A， 4n= 一 (4+B) o>1， 
且 其 余 的 4j=0， | 
剧 易 由 方程 (4.15) 得 出 


(A. 
作为 第 二 个 例 , 识 
4 一 由; Ar1,t=%B 
4 一 一 4 一 2 一 1)B; 其 余 的 4 一 0， 
这 样 方程 (4.15) 就 输出 


\4.15) 


_1/4\Y -和 
ra 一 癌 \ 囊 CC  。 


故 也 是 Poisson 公式 。 
§5 ee 


1. a z 
珊 所 考虑 体系 的 状态 是 由 一 个 实 值 参 数 < 来 规定 。 在 这 
品名 里 ,我 们 用 z 表示 状态 本 身 ,同时 叉 玫 示 相 应 于 读 状 态 的 参数 
之 值 。 若 2 是 满足 条 件 2 过 9 的 一 切 状态 2 的 梨 , 划 喜 
Fl gta 9 一 已 起)， 
也 丰 ，20 加, 2 是 2 的 音调 硬 数 , 关 为 右 万 如 鼻 , 上 且 满足 极限 条 件 
Flti, zr, ts, —00)=0, FE, 3, ts, +oo0)=1, (5.1) 
对 于 也， 4， t，Yy) ,基本 方程 (2.3) 变 成 


Phi wy td | Pg, Ys by dF lh, oh, Y). (5.2) 
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在 这 种 情况 下 ,我 们 又 回 到 随机 变数 的 分 布 丽 数 及 常 义 的 Stieltjes 
积分 了 。 

车 所 0 ta,Yy) 对 是 Borel 意义 上 可 测 , 则 积分 (5.2) 
依 Lesbesgue 的 意义 为 完全 确定 。 以 下 我 们 假 珊 策 系 .多 和 全 体 
的 Borel 和 集 是 一 致 的 , 故 已 全 ,如 9) 对 是 Borel 可 测 。 所 
以 我 们 知道 ,一 切 Borel 策 & 的 加 性 集 夯 数 己 直 ，z, 如, G) 是 由 
相应 的 画 数 F(t, £, ta, y) 所 了 唯一 决定 的 。 

单调 上 且 右 方 连 绪 的 夯 数 五 (y) 若 满 足 条 件 7 

F(—o0)=0, (+o0)=1, 

则 称 为 分 布 画 数 , 车 (2,y) 及 fs(w,y) 当 作 2 的 画 数 是 
Borel 可 测 , 当 作 Y 的 画 数 是 分 布 画 数 , 则 本 数 


Flo, Y= Fi(v, ODF, =| Pole, WaPo,o) (5.8) 


也 有 同样 性 盾 。 
算 子 四 和 * 一 样 地 满足 千 合 律 , 用 它 可 把 基本 方程 (5.2) 写 为 
Pb, ,ts 9) = Ph 2, ta, YDF tay ta, Yy). (0.4) 
若 Pi(zy9) =Vi (yy 一 2) ,了 a (2, 9) 一 Vay 一 2) , 央 不 难 计 
算出 : 
Fi ls, y) BF,(e, y) 一 六 (一 2) 一 太一 2) OV sy 一 2 , (Bb.5) 


四 一 六 (OP =| Vsodarle). (5.6) 


筑 子 @ 也 满足 千 合 律 ， 卫 对 分 布 面 数 还 满足 交换 律 。 堵 把 六 1 (2) 
及 信 s(z) 当 作 二 个 相互 独立 的 随机 变数 及 ,了 的 分 布 醉 数 看 待 ， 
避 太 (oz) Vz) 就 表示 出 和 式 卫 = 全 十 种 的 分 布 画 数 。 
若 Zay ac , 29) 是 9 的 经 对 违 米 画 数 , 则 
Faso, b=) fl st, WA (6.7) 


由 此 可 知 非 货 夯 数 f(t, 2 轨 , 9) 对 2 与 Y 为 Borel 可 测 , 且 满足 
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| f lt, 2, to， y) dy=1, (8.8) 


f(b, 少 ， ls， 2) -| f(b, 也 ， 加， y)f (ts, 人 也， 如 3， 2) dz 。 (5.9) 


反之 ,车 f(z, 刀 ， 9) 满足 所 有 这 些 要 求 , 芭 由 (5.7) 所 定义 的 本 
数 瑟 (t 2 和; 功 可 使 方程 (5. 了 D 及 全. 人 成 立 ;于 是 这 样 的 一 个 
画 数 .jz， 加， 9) 就 定义 出 一 个 随机 过 程 的 概 型 ,我 们 又 称 西数 
/是 随机 变数 y 的 微分 分 布 醒 数 。 

我 们 还 可 以 注意 下 面 的 混合 公式 

Pi, 2, ta) oD =| Fl, y, ts DF (hs 0, bY) ay, (5.10) 


fti, 2, ta, Z) -| yd y, ta, 2 AUF (i, 2, ta, Yy). (8.11) 
在 离散 时 间 概 型 的 场合 ,天 考虑 西数 
LO 2) = Ftn, 2, ta, Y), 
F(T, Y) = bi,n (8, y). 

这 二 个 画 数 满足 方程 
Ponri(T = Pn 人 四 Pile， (5.12) 
Fin (2 9) = Pren (ts Y) DF nL), bh<m<n, (5.18) 
和 


on(D，21) -| one y) dy, fn(T, Y) = frin(t, Y), 
即 可 得 
fm m+1(T, 2) -| fm (2, Y) fnr1ly, 2) dy， (5.14) 


fn (LT, 2) -| finlo, Y) fmn (yy 2) dy, F<m<n., (5.15) 


2，Lindeberg 方法 ,从 离散 到 种 黎 的 过 程 
在 $2.3 里 已 提 及 , 概 杯 容 中 通常 只 考虑 时 间 . 上 为 离散 的 板 
型 ， 基 本 问题 在 于 建立 分 布 面 数 F(Z， y) 对 于 差 mn 一 m 较 大 时 
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的 近似 公式 ; 在 本 质 上 也 就 是 建立 % 一 co 时 Twoy J 的 汤 近 公 
式 。 泛 个 方 癌 最 重要 的 结果 是 Laplace-JIaryEop 的 定理 。 现在 我 
们 要 更 仔 糊 地 来 研究 这 个 定理 的 Lindeberg 证明 人 @ ,借以 看 出 它 
的 中 心思 想 的 最 一 般 形 式 ， 而 通过 这 形式 来 得 出 Fo) 的 源 
近 公 式 的 一 般 性 的 推导 方法 。 

设 (0， 2 ) 一 也， (一 2) ? 
mm 一 | YoaFlo, y=) ya) 一 0， 


Bb2 (2) -| (yo)* dF, (oY) -人 yay, (y) = 62, 
Brn=bmrit Ontst+*+ br. 
在 一 些 附 带 的 假设 下 , Laplace-.Iauyop 定理 说 明 对 于 固 定 的 m 
友 增 长 的 n, 有 


Pune, y) =T (Fe 


$0 -3 | 站 


对 于 zx 和 ?4 一 致 地 成 江 。 
在 考虑 由 男 数 Et yy) 所 定义 的 离散 时 间 的 随机 过 程 的 同 
时 ,也 考虑 对 时 间 为 圳 入 的 情况 。 这 种 过 程 是 以 画 数 


万 地，oy t's Y)= (2 ) 
来 规定 的 。 再 设 
加 一 0， = B3,, 
Pant, Y) = PF (tn, 2, th, 9)， 
,8, Y) = Pi,n(s, Y)， 


显然 可 得 


@ Math. Zeitgchr, 158, 1922, S. 211, 
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F, (2, Y) ~ )， 


nn 


Cn (0 =- 人 一 DJ)d1n(o y) =0, 


下 加 一 | 一 osaZuc, 分 一 于。 
所 以 分 布 夯 数 F, (2, 9) 的 第 一 、 第 二 阶 算 w(2) 及 如 (42) 与 分 布 
图 数 Zoo y) 相应 的 短 cotz) ,br (2) 完全 一 致 了 。 根 据 这 个 事 
实 ，Lindeberg 证 月 : 浅 式 
Fi lL, Y) ~— Fmn (TD, Y) 
在 ?2-> co 时 收敛 于 0 。 于 是 Laplace-.IHEVYHOB 的 定理 就 由 下 出 显 
著 的 公式 得 出 : 


Finn (2， y) -$ (时 2). 


对 于 任意 函数 (2, 9) 的 一 般 场 合 , 也 可 应 用 Lindeberg 三 
法 ,不 过 要 知道 这 和 样 的 一 个 画 数 下 人 2 如 ,9y) , 它 定义 出 一 个 连 
籍 的 随机 和 过程, 且 在 时 间 急 列 
加 玫 下 天 加 二 < 丰 <<… 
上 , 它 的 an(z) 及 轨 (O) 与 矩 ce(o) 及 Da(z) 完全 一 致 或 所 差 极 微 。 
推导 出 这 样 西数 的 一 般 方 法 ,在 于 成 用 过 炉 过 程 的 微分 方程 ,这 在 
下 节 再 讨论 。 至 于 从 玉 到 也 的 过 滤 , 可 用 下 面 的 定理 : : 
转移 定理 谢 由 画 数 (2，9) 及 2 9) 定义 出 二 个 离散 
时 天 的 随机 过 程 ,车 z 


[i (y—2) dF, es, Yy) = an (0) ,| -ode, 幼 一 Zn(2) (5.16) 
[eyan,(e, DR), yo aps, y=B), (517) 


| Iy—2| AF,(s, 力 一 OO) | ly—2|3aF(s,y)= 6,(2), (6.18) 
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| an (2) — (2) | Dn, 
[62 (82) —bi(2) | < gq 


oo sr (5.19) 
Cn (2) rn, 
且 有 这 样 的 一 个 丽 数 (2) 使 
R(z)= 二 0 车 z<0， 
0<R(2)<1 0 | (5 .20) 
R(z) = 车 和 co， 
Dao 人 =-| Rl-WadPulo,y), 6.21) 


| 襄 Urn(T, 2) | <KY 


03 
DO2 


-Urn lL, 2) Ke (¢=0,1, 2,.., 1) , (0b.22) 
| 


_ 


23 
Bp Un , 2) 


<KRK®) 


有 得 
Fon(s, Yy—T) — en Fon (2, Y) <Fo, (ys, y+D) +8n, (6.23) 
其 中 ， 


6 

这 个 定理 也 可 应 用 到 当 z% 增 长 时 4(%), 5(2) 与 ce(2) 为 无 界 
的 场合 。 此 时 , 常 可 引用 一 个 适当 的 新 变数 2'=gp(z) 来 消除 无 
界 性 ， | 

转移 定理 的 征明 ”由 (3.21) 得 

Ur (8, 0) 一 in(O YDRY—2) 
一 六; y) DF sy DDF, (2, ) DRY—2) 
~ 一 xz 人 Das(z Y). (5.24) 

又 由 (5.16) ，(5.17) , (5.18) ，(5.22) 得 : 


sD pt EOD gt KT (rt . 
无 一 工 天 一 二 k= 
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Ui-1,n (2, Yy) -| Ur (2， WAaF, (2, 2) 


-| c 


3 Um(e, y) 0 


二- 
名 (2 2/) ca aF, (2, 2) 


=Uxn (2S, Y) + Uw (2, Y) os (2) 


+ 23 Um (CC，3) 一 人 全 人 +DKG 2 人 2) 4 ， 
i9| 1 (5.25) 
车 售 
矿 :in(2， y) =Fr(s,Y) DU (2, y) ， : (5 .26) 
则 得 相应 于 公式 (5.25) 的 
Vy 几 一 Date 9) + Urn (2, Y) or (2) 
+ Um(s, 幼名 Bl0) gk Ct), 91l<1,. (8.27) 
从 (5.20 及 (6.27) 模 据 (5.19) 及 (5.29) 得 
(Ui,ns, Y) — Ve,n Ct, Y) | 
< KpetF KPgt+t Krtie) 。 (5.28) 
再 愉 z 
z Wn (2, y) = Por lf,) y) DU (2, y) 
= £1(, y) DEF,(L, Y) OD.. ‘BF, y) Van， y) 
= Fo, 下 二 1 (7， Yy) OV n(D, 9)， (5.29) 
桓 由 (5.28) 得 加 
[Wien (2, y) — Whin(®, y) | | ~ 
= | Fo,r_1(2, Y) Dp,nls, WD— Fo,r-1(2, Y) PDUs 7, 9)| 


238 附录 概率 答 的 解析 方法 


-| [Vi.n (2, 9) — Uzi.n lz, 1 dFo, ri(®, 2) 
<supl Vn Y) — U1n(2, 0 | 
<K p+ 二 ~ KY (ret Te) 。 (5.30) 
[Wa 2, 9) — Won (2, 9) | 
1 


<KD Dp 十 一 - i 3 KP Ox + EK? (ryt Tn) = en, 
Kk=I 


K®) Gy 十 于 


其 中 
Wao,9) = For(2, ORY =|  R(y-DdPo(, o). 
若 注意 到 
oo 9) = Posl2, WORY—D) =| Ry-s)aPolo, D), 
则 依 G6.20) 得 
Fo WE) azoG, 相 一 Fosle 切 ， 


W,, (2Z， 2 十 有 >| dFon (8, z) 一 .on (2， 1)， 
j (5.81) 
Fo 人 e, WD >) dFonle, 2 —Fon(e, y—D), 


gf 
oo, y+D) <| AaFo (esD) = Foro,y+D), ) 


从 人 .30) 及 (5.31) 即 得 会 式 (5.28)。 诈 明 的 壮 节 请 参考 所 举 的 
Lindebery 的 座 文 。 
3, 速 续 时 间 过 程 的 第 一 微分 方程 一 
车 体系 ?7 在 每 一 时 间 t 都 能 起 变化 ， 则 可 以 假定 在 小 时 间 内 
参数 4 的 大 变化 是 很 少 发 生 的 。 严 格 一 点 说 来 ,就 是 对 于 任意 的 
8 有 
P(t,2,t+4, |y—2|>e)->0，4->0, (5.82) 
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在 大 多 数 场 合 中 还 可 以 假设 更 强 的 条 件 : 
mp 人 2, 4) -| ly-zl"ar(l, 2 t+ 4, 0)->0, 4->0, (5.38) 
有 至少 对 于 开头 的 三 个 答 % 中 ,mm 中 ,m3 能 得 到 满足 。 关 于 这 种 假 
没 出 现 的 可 能 性 ， 其 研究 是 有 重大 意义 的 。 有 些 这 方面 的 结果 将 
在 85.9 提 及 。 
在 以 下 各 池 还 要 假 让 下 述 的 重要 条 件 世 满足 : 


M3) (t, 少 ， 4) F 
TD ->0， 4->0., (5 .384) 


这 个 条 件 在 下 面 的 情况 下 成 立 : 对 于 无 限 小 的 4, 在 公式 
(5.88) 中 决定 m3(t, 2z, 4) 数 箱 的 ,只 毕 无 限 小 的 差 y 一 z, 更 清 
楚 地 说 : 
| ly-el*ar, 2 t+ 4， y) 
>0, (5.35) 
| lv-els dr, », t+4, 9) 

只 在 这 个 场合 里 ,我 们 的 随机 过 程 对 中正 算是 在 时 间 上 过 稿 的 。 
从 (5.34) 又 得 公式 


mt, vs, A) 
mrs A —>0,， 4-»0., 


此 外 , 又 假定 了 (3, zt 9) 在 st 时 各 偏 导 数 直 到 第 四 阶 都 
存在 , 并 且 固定 了 tt 和 y, 在 t-s>h>0 时 , 对 于 s 和 是 一 致 有 
界 的 。 从 (5. 了 D 及 (5.38) 可 得 当 s 一 t 时 , 玉 (s, 2,t, 一 定 有 一 个 
不 速 德 点 , 画 数 

f(s 2, t= Ps, t, Y) (5.36) 
显然 适合 五 程 (5.7), (56.8) , (5.9), 且 当 1 和 YY 周 定 , 而 tf 一 sh 二 0 
时 ,其 对 s 和 有 一 至 有 界 的 导数 ,直至 第 三 阶 。 这 种 微分 分 布 本 
数 f(s, 2 加 9) 的 其 他 计算 如 下 。 
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性 空 
ato 人 =| yo, 2 ttd, Way (65.87) 


Blt 2, 四 = Yo), 0, tt 4, DW 


一 Ia (t 2, 4), (5 .38) 
c(t, 2, 4) -| yw ft, 2, tt 4, y) Ady 
一 mt (it 2, 4). (5.39) 


依 (5.8) 及 (5.9) 得 


f(s, 2 zt 2 ) -| fls, 8 十 4 2)f (s+ A, 2,t, Yd? 


-| f(s, 2, s+4, 2)| f(s+4, 2 ， tb, Y) + 
Of (2—2)2 (2 一 2)3 
+- 


0 
f(s+4， 了 7 ， y)+als, 俏 ， 4) f(s+4, 过， t， y) 


十 全 (s, 0，4d) 总 
2 
c(s, 2, 网 
6 9 


a .f(s+4, v2, t, yy) 


十 0 10|<c。 (5.40) 


对 于 适合 十 4<t<t 的 4, 剧 6c 可 选择 与 4 无 关 。 从 (5.40) 印 得 
f (s+ 4,2,%, :2 一 f(s, 2, ty) -各 f(s+ dy oy by) so 4) 
(十 £, tb, Y) os. 6.41) 
我 全 首先 要 王国 ,如果 行 区 区 
Dls, ,ty t", Y') _ a i 1 7 (5.42) 
| B25 £6 Y) f(s, 2, ty") 


0 Ss, , 2, 4) 0 CKs, 2， 4) 
64 “ 
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在 固定 z 及 s 时 ,对 太 ,y' ,YY"' ,不 恒 等 于 0, 区 二 个 商 式 
&(s, 2, A) b?(s, ,4) 


在 4 一 0 时 , 收 仇 于 确定 的 极限 4(s, 2) 及 Bs,2)。 设 YY 
是 实际 上 如 此 选择 以 使 6.41) 不 垂 于 0, 这 就 对 于 足够 小 的 4 也 
有 
D(s+4, 2 Yt, Yy") 头 0。 
故 方程 
A(4) -fs+ ds WY) + (A) A f(s+ 4, 2, 10 一 0， 


A (A) a fls+ dy ti y)+ (4) A fst+ 2, ,1", y") =—1 
: (5.43) 
有 险 -- 的 解 。 于 是 X4) 及 u(4) 在 4->0 时 收敛 于 入 (0) 及 人 (0)， 
依 (5.41) 便 得 
和 AL) J (s+4, 2,#， y) 一 了 (8s， 2 六 ， y) 


(s+， 化 ) # 4) 一 (8， 2», +， y") 
十 Ad) 一 全 


3， J， 4) __ ) 记 (8， 2 A) ” 
tO (5.44) 
上 式 的 左边 在 4 一 0 时 收敛 于 
0 和 (0) 3 Js 2,¢, y) + (0) 3 fs, 2, t", Yy"),， 


而 其 右边 ， 依 条 件 (5.3 作 得 知 第 二 项 和 第 一 项 比 起 来 是 一 个 无 狼 
小 最 , 故 第 一 项 收 做 于 一 个 确定 的 极限 
人 (80) = lim 2 0 (5 .45) 


从 (5.45) 及 (5.34) 即 得 
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19) 4 0, 4 >0. (5.46) 
依 (5.45) 及 (5.46) ,公式 (5.41) 在 4->0 时 变 成 
i se 学 全] 
-一 训 fo Bf 0, bY Bs, 9). 
饶 然 卫 了 (s， 2,t， 切 对 于 {及 yy 不 恒 等 于 0, 故 极限 


9 Da 

“Os f(s, £, t, Y) — gr3 fs, 2,t, YBAs, 1) 

一 一 一 一 一 一 一 
pr AACE, 作 ， t， y) 


也 存在 。 从 (5. 和 1) , (5.45) , (6.46) , (6.47) 经 过 极限 过 程 部 得 第 
一 基本 微分 方程 : 


区 7Gs， 2，Y， y) —A(s, o) f(s, 2, t, y) : 


， 4->0 {5.47) 


— Br(s, 2) Saf Ce, 2, t, Y) . (5.48) 


若 行列 式 站 人 sc， 六， ) 对 任何 如, y' ,二 ,yy 都 等 于 
0, 央 一 般 讼 来 极限 4(s, oO) 及 B*(s, 2) 是 不 存在 的 , 如 下 三 所 
全 (CYS 3) | 
| 一. .pp ”人 
f(s, 2, 9 D7 ny “2 , (5.49) 
这 里 , 当 z 一 0 时 


3 
8 914) > 十 co A4—>0, 


然而 我 们 可 以 鞍 明 ， 在 (s, z) 平面 上 的 这 种 例外 点 是 处 处 不 和 
蜜 的 。 
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4(s， 2) 及 Bls, 2) 的 鞭 正 意义 是 : 
4 (s, 2) 是 雁 数 & 在 无 委 时 间 上 的 平均 变化 速度 。B(s, 2) 是 
过 程 的 微分 离 其 。 差 式 y 一 z 在 时 间 4 上 的 离 凑 是 
b(s, 2, A)=B(s, 2) V2A+o(V A)=O0(V 4), (5.50) 
差 式 的 平均 值 是 
ga(s, 0 一 4(8，0)4 二 oo0d4) =0(4). (8.b1) 
”还 应 该 注意 |y 一 2| 的 平均 值 mi (Gt, 2, 4) 也 和 交差 5(s, 2, 了) 
一 样 地 与 M4 同 阶 。 如 下 节 所 指出 的 , 画 数 4(s, 2) 及 BGs, 2) 
在 阁 多 场合 中 能 唯一 地 决定 出 随机 概 型 。 
4. 第 二 微分 方程 : 
在 本 节 中 保留 前 节 对 夯 数 f(s, 2,t, y) 所 作 的 一 切 要 求 , 并 
更 假定 f(s, 2,t,y) 有 到 四 阶 的 速 糖 导数 。 这 样 就 不 难 从 (5.483) 
推 得 :车 行列 式 人 6.42) 不 等 于 0, 入 (0) 及 (0) 有 对 及 z 的 二 阶 
速 炉 导 数 , 且 依 (5.48) 及 (5.47) , B?(s, 2) 及 A4(s, 2) 也 同样 有 二 
阶 连 炉 导 数 。 z 
沪 对 于 一 个 固定 的 上 和 给 出 了 一 个 区 关 oa<y<5， 在 这 个 区 间 
的 任 一 点 上 行列 式 DG yw 2 WwW, 2 对 WY， ， 不 等 于 
0。 再 设 RW) 是 一 个 只 能 在 开 区 间 c<y<2 上 不 等 于 0 的 非 负 
夯 数 , 且 具 有 有 界 的 三 阶 以 下 的 导数 。 划 得 . 


|.# a7 fs) 2 ， sRWay=B) fls, 2, 1t, y) RY dy 


=lim 5) Ef), t+4, 9 -fl 2, t, WIR 


-又 下 ED) fl ot Fs 2 tt dy doy 


-| 7ey 26, Ry] 
一 lim 3 f(s, 2 6 了 (全 2 [RO 
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+R (0) (y= +R" (0) 一 十 再) 他人] dy dh 
-| fs, 2, 4, 2) R(2)do| 


= lm 了 | fs, 2 t， VW| BP'(2)alt, 2 ， 4) 


TR (2) sd 0 Eh: 0). | gs, 10| <sup Rr" (€), 
=|- fls, wt, 2) LR'(z) Alt, 2) +R’(z) Ba(t 2) 1dz 


-| fC 2,t, 9) [RW AG, W) +E" (W) Br (6; 9) Tdy. (6.52) - 
& (4, 2 d) Da (i, 2， 4) c(t, 2, 4) 
这 里 的 4 极限 党 程 的 根据 是 4 各 条 分 ， 信 区 全 细 ，2 隐 和 人 分 
别 收 化 于 4 人 力 田 到 2) ; 0, mR/ 2, i, 2 划 具 有 对 2z 的 
有 限 积分 。 
售 分 部 积分 并 注意 (a) = 及 (5) =0, 得 


[F605 9 By) A Woy / 
=—[ Rf, oA, DIB, (5.58) 
同样 作 二 次 分 部 积分 ,更 注意 下 (o) 一 记 ( 一 0， 双 得 
jf 2, 4, 9 FCy) Balt, Y)Ay 
-名 room 区 本 
从 (5.52) , (5.58) , (5.54) 印 得 i 
| 0 WR | {BLA Wf le os 4 WD] 
+ Ht, Wf(s, 0 ty WI} RW AY. (5.58) 
而 R(W) 除 上 面 提 的 条 件 外 , 是 完全 任意 的 , 故 即 推 得 下 这 畦 论 : 
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对 于 不 使 行列 式 Dl, yw 2 w 2 等 于 0 的 点 (t, 扫 ,我 们 又 


站 一 过 本 微分 必 程 : 
fs, £,t, Y) 一 一 画 [A(t, fs, 2, ¢, y)] 


+ [Ba 人 fs, 2, 1, 1. (5.56) 
第 二 方程 也 可 以 不 借助 于 第 一 方程 而 用 $5.3 的 方法 直接 时 
出 ,但 这 样 就 要 对 图 数 了 (s, 2,t,y) 加 上 新 的 困难 的 假设 , 芝 种 假 
发 我 们 未 将 它 莽 出。 如 果 要 这 样 做 就 可 仿 四 .410) ,得 
(s, 2,t,Yy)— f(s, 2,t—A4,Yy) 
4 


| f(t—4,z,t, ydz—1 
-Go 一 一 一 一 
| me- bb Dey 
+ 2,t— 4, y) A 一 一 - 
WC 
十 六 3 f(s, 一 4 , Y) 24 
下 f(t— 4,z, t,y) 2 一 2 qz 
+ 上 = 一 一 一 一 一 ， (5.57) 
然后 施 明 : 
_7G- 4 2 加 用 jz 一 gs 
lim 一 = 一 一 一 一 一 一 0， 4 一 0 
且 各 极限 
im | f(t— 4,2,t,Yy)(Y~— 2 dz = Ba? (ty), 4—>0, (5 58) 
lim 旺 量 f ($4, 2， $Y) GY) de= 4 人 从， (5.59) 
lim 5 [人 702- 匡 = 万 Go (5.60) 


都 存在 ,上 其 我 们 的 第 二 方程 就 变 为 
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9 2 ., .0 
WY t, y) =N (t,Y)f (s,2,t,y) 十 4(4， yy) pA 辽 ) !， y) 


+ (ty)s a f(s, v2, t, y) (5.61) 


的 形状 。 查证 明 这 个 形状 和 上 面 所 求 得 的 形状 完全 一 致 ， 就 还 要 
证 明 


B?(#, y) = Bt, 9), (5.62) 
A(,Y) = -4 人 D+ y) ， (5.68) 
N(, y) = A ) + B23(t, y). (5.64) 


6. 关于 第 二 分 方程 的 解 的 只 性 及 存在 疆 加 是 的 提 法 

要 画 数 f(s, 2,t, 9) 能 由 微分 方程 6.4) 或 45.56) 所 唯一 决 
定 , 当 然 必 须 提 出 某 种 初始 条 件 。 对 于 方程 8.56) 可 以 用 以 下 的 
做 法 : 依 公 式 (5.8) , 夯 数 js 2 ty) 对 于 任何 >s 都 满足 条 件 : 


fe,0, Dey=1 (5.65) 
而 依 条件 (5.33) ,更 得 / 
[ gaps ot Way >0, t->s, (6.60) 


解 的 唯一 性 的 主要 问题 是 :并 在 什么 条 件 下 ,对 于 已 狂 的 s 及 z 才 
能 唯一 地 对 任何 及 tis， 定义 出 一 个 1 和 的 非 负 画 数 了 (s, 2， 
ti， 2 , 使 满足 方程 (56.56) 并 条 件 (5.65) 及 (5.66) ,在 重要 的 特殊 场 
合 , 例 如 以 下 两 节 所 考虑 的 场合 中 , 这 个 问题 有 一 个 肯定 的 回答 。 

现 发 两 画 数 4(t, y) 及 Ba 9) 为 事先 答 定 。 可 以 这 样 周 : 
是 否 有 这 样 的 一 个 非 负 画 数 f(s, 2,t, 9) , 弃 满 足 方程 (5.8) 及 
(5.9) (如 §5.1 所 已 解 出 的 ,这 二 个 要 求 足以 使 Fls, 2, t; y) 能 定 
义 出 一 个 随机 概 型 ) , 双 在 极限 过 程 上 依 公 式 (5.45) 及 (5.47) 得 出 
已 答 画 数 4 y) 及 2 人 9)? 


等 寿 
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这 痒 间 题 的 和 解决， 首先 是 找 出 第 二 微分 方程 的 一 个 非 负 上 是 演 
足 条 件 (5.68) 及 (5.66) 的 解 ,然后 再 推 究 它 是 否 实际 是 我 们 问题 
的 一 个 解 , 因 此 我 们 得 出 二 个 问题 : 
1. 在 什么 条 件 下 ,有 方程 人 .56) 的 一 个 这 样 的 解 ? 
2. 在 秆 么 条 件 下 ， 能 说 这 个 解 泣 足 条 件 (6.8) 及 (8.9)? 
这 些 条 件 是 有 充分 的 概括 性 的 。 
6. Bachelier 场合 _ 
在 设 js cb 2) 是 s, 及 差 式 9 一 2 的 画 数 , 即 过 程 是 对 
二 在 数 为 和 的， 
fs, £2, ti 0) 一 (St 0 一 2) 。 (5.67) . 
在 这 场合 中 ,显然 4(s, 2) 及 B?(s, 2) 只 是 的 画 数 ,故人 微分 方程 
(5.48) 及 (5.56) 可 号 成 
T=-A(s) 人 -Bs) oS (5.68) 


O02” 
YF AY (5.69) 
对 于 丽 数 v(s, tz) ，(5.68) 及 (5.69) 入 由 
A(s) -Bs) 5 (5.70) 
0 0 a 
A(t) 守 +B 多 (6.71) 


方程 6.71) 是 Bachelier 所 发 现 的 ,但 这 还 未 完全 首 实 。 
若 4 提 =0， 了 全 和 1， 卓 方程 必 .56) 及 二 .69) 就 变 成 热传导 
方程 : | 


它 的 唯一 非 负 , 且 满足 条 件 (5.65) 及 (5.66) 的 解 ， 我 们 知道 是 由 
Laplace 公式 表 出 : 


e -RE 


1 
f(s, 7， i， y) IT A/ ts 
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wv -2 一 | A(lw) dv, ， y=y—| dc) au, 
8 一 | B? (wu) du, t= | BP (wv) dw 


条 件 (3.65) 及 (5.66) 对 于 新 变量 so ,Vy 和 对 于 s， Zz,t,y 有 
相同 的 形状 ， 人 全 


人 一 于 1 人 一 2 


f(s, 2 t, Y) Jr 2 6 45 
(6-| Br(w) du, az 一 | A(w du ), (5.72) 
这 是 满足 我 们 条 件 (8.69) 的 中 一 的 解 。 
7?， 一 个 变换 z 
识 
5'= 9 (8),， t=9(t), | 
2 一 由 (8 2), Y= Y,. (5.73) 


fls, t,t, Y) -人 ff'(s', 2 ,ty). 


此 处 , 山 9 (2 为 连 粮 且 永 不 焉 少 , y(t 9y) 则 对 为 任意 对 y 有 圳 
种 的 下 导数。 车 f(s, 2, t, 9) 满足 条 件 (5.8) 及 (5.9) , 稍 计算 后 
可 知 了 六 关于 新 变量 8 ,2 ,YY 也 满足 同一 的 条 件 ; 这 就 是 说 ， 我 
们 这 个 变换 导致 一 个 新 画 数 f(s', 2', ty') ， 与 f(s, 2, ti 9) 同 
样 地 定义 出 一 个 新 的 随机 概 型 。 

若 9 及 由 (ty) 具有 必要 的 导数 , 则 方程 (5.48) 及 (5 56) 
对 于 新 变量 就 变 成 
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2 3 


B= a AF I+ pLB], (5.78) 
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在 这 里 假 讷 了 
2 9 J. 
A (9) 和 Ba(t, 9) 十 2 多 Ali, Y) 
BPY, | dP) 
一 Of | “at }! (B .76) 


B'2(#', y') -| ll B3(t, y) ~ 2 


借助 手 上 面 的 变换 ,在 许多 新 型 系数 4(, ) 及 B?(t,y) 下 ,方程 
(5.56) 的 解 都 可 以 表达 出 来 。 俩 如 
AG,Y=a yio0), Bt,y)=e(t), (5.77) 


而 起 
pO lol) sw a, 
Vy) yel + ool dt, ~ (56.78) 
即 得 出 对 于 新 变量 9，z， YY， 了 的 最 简单 的 热 休 导 方程 
of 5 (5:79) 


在 这 里 ,初始 条 件 (5.65) 及 (5.66) 对 于 三 (3 2 9) 还 是 一 样 ， 
故 公 式 

fo efiem (5.80) 
连同 (6.78) 及 (5.73) 表 出 具有 和 采 数 (5.77) 的 方程 (5.56) 的 险 一 解 
f(s, 2,t, y) 满足 我 们 的 条 件 。 不 难 淖 出 , 在 这 个 场合 中 ， 男 数 
f(s ,2,t;Yy) 必定 具有 


M0 


ce (65.81) 


1 
VB 
的 形状 ,其 利 & 及 8B 只 是 s, 2;t 的 图 数 但 与 y 无关。 这 是 一 个 重 
要 间 题 : 求 出 系数 4 (t,9y) 及 B*(t,9) 的 一 切 可 能 类 型 使 不 给 sz,t 
”为 何 值 都 永远 得 到 Laplace 分 布 画 数 (5.81) 。 
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“作为 第 二 个 例子 ,考虑 
Al, =a Ye), Bt,Y) =0) Yo, 
若 避 
gp 的 一 上 人 wy 及 -logG@ 一 9 二 | 5 —al) ds, 


对 于 户 (s', z'， YY ) 还 又 得 到 方程 66.79) ,其 解 (5.80) 是 已 经 知 
道 了 。 值 得 注意 的 是 我 们 只 考虑 z>>c 及 % 6 的 值 ,因为 车 4 或 y 
从 56 变 到 二 ceo, 2 或 久 就 从 一 co 变 到 十 co 了 , 此 时 条 件 后 .65) 
和 45.66) 要 过 滤 到 疡 上 是 有 一 些 困 难 的 ,但 也 不 难 避 免 。 
在 特例 
A(i,y)=0, Bat, 0) 一念 
中 可 得 到 公式 


(lozy +t—lo02s—8) 
4C¢t—8) 


1 
f(s, 2,t,Y) Te 8 
从 应 用 的 观点 看 来 ,最 重要 的 场合 是 4(t，,y) 及 I(t,y) 只 
是 y 的 苏 数 而 与 时 间 tt 无关。 在 当 系 数 具 有 
A(ly=ayi+b, Ba) 一 C03 十 Go 十 e (5.82) 
的 形状 时 ,我 们 的 问题 可 得 到 月 效 的 解答 。 
8. 稳定 的 分 布 画 数 
坷 对 于 时 了 并 加 已 知 一 个 微分 分 布 夯 数 9 (如 ， YW) 邳 末 可 以 完 
从 仿 一 般 公 式 (2. 申 而 有 公式 z 
g(t, Y) -| yg, 2)f (to, zt 9) dz, 
它 答 出 任何 时 略 > 的 分 布 画 数 。 9 y) 显然 满足 方程 


32= 一 大 [AC “四 十 训 [Ba 9) “9g]. 


山系 数 4(,y) 与 BL y) 只 与 有 关 ( 过 程 对 于 上 时间 为 齐 
次 ) ,我 个 求 研 究 什 么 面 数 yg( 以 , y) 对 于 上 时间 说 是 不 变 的 。 对 于 一 


: 
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个 和 这样 的 画 数 , 自然 地 应 满足 

—Ag+ [Bgl'=6. (6 .88) 

莽 假 蔽 在 9 一 士 se 时 9 及 收 伍 于 0, 且 收 全 得 那么 快 ,使 (6.83) 
的 左边 也 趋 于 0, 邳 示 就 得 c= 0, 且 


FA, (8.84) 
此 外 画 效 9(y) 还 满足 条 件 
| goy=1. 


在 大 多 数 的 场合 中 可 以 谢 明 , 若 有 一 个 稳定 解 y(2) 存在 ， 划 
Js zt 0) 在 1 一 00 时 对 任何 常 最 的 s 及 2 都 收 伍 于 9( 人 )， 这 
样 一 来 ,我 们 知道 9(y) 不 仅 是 一 个 答 定 的 解 而 且 蚌 一 个 极 职 解 。 

车 系数 4 及 83 取 (5.82) 的 形式 , 旭 (5.84) 就 和 Pearson 
方程 

gg_ 9 一 2 


9 go+ gq1y + ges. 
. Q—6 _ © 
PT oD6’ 了 二 365， 人 2 一 7 一 20， 


故 可 以 做 出 一 种 随机 概 型 以 任何 Pearson 分 布 画 数 作 它 的 移 
定 解 。 

9. 其 他 的 可 能 

从 35.3 到 §5.8 中 所 建立 的 理论 , 基本 上 是 建立 在 条 件 
(5.34) 上 的 。 如 果 我 个 放弃 这 个 条 件 , 邹 售 在 条 件 (6.88) 之 下 ,也 
有 许多 新 的 可 能 。 作 为 举例 ,我 们 考虑 由 分 布 夯 数 


Fls, 0 t, yy) =e do (y—2) 十 (一 6 “ts)) | 人 (20 


所 定义 的 一 个 概 型 , 其 中 o(%) 在 2 和 0 时 为 0; 在 2x 关 0 时 为 工 , 至 
于 ww(z) 区 为 满足 下 述 条 件 的 非 负 速 续 画 数 ; 


a 
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| uz) ds=1 并 有 限 的 短 | ul lzli de G1,92,8). 
不 难 算 出 ,此 时 画 数 (s, cz 1, y) 能 够 满足 (5.1) ,， (5.2) 以 至 于 
(5.33) 的 要 求 。 

对 于 这 个 概 型 ,我 们 可 以 这 样 解释 :经 过 无 穷 小 时 间 G4, t+ 只 )， 
参数 yy 以 概率 1 一 a 好 保持 不 变 而 以 概率 aw (2z) dt qz 变 到 2z<wy'<z 
十 dz 中 的 外 。、 改 在 每 一 段 时 间 内 都 有 跳跃 的 可 能 ,而 对 于 贿 数 1 
的 值 的 分 布 画 数 在 味 跃 之 后 是 与 以 前 的 参数 值 无 关 的 。 

设 在 t= 上 已 答 了 一 个 巡 入 的 微分 分 布 国 数 9 (加 , y) ， 对 于 
任何 过 好 有 
g(t, y) -| 9 (to, YarF (to, 2, 2, y) 


=e™ "iV g(to, y) [1— eo "wly). 
上 面 所 得到 的 概 型 ,又 本 推广 如 下 : 


我 们 设想 ， 各 过 无 穷 小 时 间 (t,t 二 + 有， 参数 y 以 概率 


1 一 g(t,Y)at 保持 不 变 而 以 概 这 w(t，y, 2) dt dz 变 到 zy <z 十 dz 
中 的 yy ， 这 样 ,和 白 然 可 识 


| wl, 9 Dads= 0 9D) (5.85) 
在 这 个 场合 中 ,我们 可 以 期 望 g(t, 9) 将 满足 积 微 方 程 
FID- a Dg D+ | ge, au 2, WA 


车 不 仅 考 虑 跳跃 同时 也 考 虐 连 粹 改变 , 卷 末 当然 要 求 g(t, 切 
满足 方程 


g(t, Y) = 0 gts dult, 2 Pda 


-加 EC y)gt, WD) 1+ 5 [Be (t, VI, 1. 
此 处 假设 (56.84) 满 足 , 且 4G, 9y) 及 Ba， 有 取 8$5.8 中 的 含义 。 


Sw 


i 


Cad 
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若 考 虚 的 体系 ,其 状态 是 由 ?个 实 参 数 Da， 2 Tn 所 定 出 ， 
于 未 在 一 定 条 件 之 下 也 可 以 得 到 相应 于 § 85.3 所 得 到 的 微分 方程 ， 
A V1, Pay Tny by Yi Ys, yn) : 


of _ -34s D1 Vo" 0) 3 3 > by (s, 1 es Dn) Bed’ 


Os i 二 1 了 一 
af 六 [4 . 
rE EL 

+ 六 [Bo oo 用， 


在 Li ;Ya Yn) 及 Bold ob) 只 与 二 有 关 的 场 
”会 ; 这 些 方程 已 为 Bachelir 所 发 现 与 解决 人 @。 在 这 个 场合 , 满足 
我 们 问题 条 件 的 解 具 下 述 形 式 : 
f=Pe SP O04 
其 中 人, 8@, Pu, qt 只 与 8 和 tt 有关 。 
至 于 体系 的 状态 ， 同 时 是 以 加 和 绪 参 数 及 离散 参数 来 共同 定义 


的 这 种 混合 概 型 ,是 值得 进行 研究 的 


@ Les probabilités aa plusieurs variables, ibid, 27, 1910, p. 339, 


ee 


